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ZUSAMMENFASSUNRG

Es wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem instationire, dreidimensionale,
turbulente Strémungs~ und Temperaturfelder in Kanalstrdmungen fiir Fluide
konstanter Stoffwerte mit einem Differenzenverfahren simuliert werden kin-
nen. Das Verfahren basiert auf einer Differenzenform der vollsci#ndigen
Erhaltungsgleichungen flir Masse, Impuls und Enthalpie. Der nicht aufge-
18ste Impuls- und WiArmeaustausch innerhalb der Maschen wird durch Fein-
strukturmodelle beschrieben. Es wird ein Impulsfeinstrukturmodell einge-
fiihrt, das erstmals auf kleine Reynolds~Zahlen, auf schlecht aufldsende
Maschennetze und auf KanZle mit ortsabhidngigen Wandrauhigkeiten anwendbar
ist. Das neu eingefithrte Temperaturfeinstrukturmodell beriicksichtigt zu-
sdtzlich den EinfluR der molekularen Prandtl-Zahl. Das thecoretische Modell
bestdtigt bei Prandtl-Zahlen um eins die Erfahrungswerte fiir die turbulente
Prandtl-Zahl der Feinstruktur, wie sie von anderen Autoren benutzt wird.
Bei den sehr kleinen molekularen Prandtl-Zahlen von Fliissigmetallen zeigt
das Modell, daf mit den heute realisierbaren Maschennetzen die totale Auf-

1l8sung aller relevanten Temperaturschwankungen erreicht wird.

Das Verfahren ist in dem Rechenprogramm TURBIT-2 realisiert. Es erlaubt die
Simulation von laminaren und turbulenten Strdmungen mit Reynolds-Zahlen
iiber IO4 in Plattenkandlen und Ringspalten. Die numerischen Ergebnisse zei-
gen einen geringen EinfluB gegen Anderungen von Modellparametern. Die tber-
einstimmung mit experimentellen Ergebnissen ist bei glatten, rauvhen und bei
teilweise rauhen Kandilen mit SekundirstrdSmung selbst bei schlecht aufldsen-
den Netzen gut. Die simulierten Temperaturfelder sind sehr unempfindlich
gegen Anderungen von Modellparametern. Die numerisch ermittelten Ergebnisse
stehen mit denen von Experimenten in guter lbereinstimmung. Zum Vergleich
werden nur solche Experimente ausgewHhlt, fiir die die Randbedingungen sehr
genau bekamnt und die experimentellen Daten in sich konsistent sind. Die
Qualitit der numerischen Ergebnisse erlaubt es, Grd8en zu berechnen, die
bisher noch nicht experimentell bestimmt werden konnten, die aber bei der
Entwicklung statistischer Turbulenzmodelle von entscheidender Bedeutung

sind.



ABSTRACT

Direct numerical simulation of turbulent velocity~, pressure- and

temperature~fields in channel flows

For the simulation of non stationary, three-dimensiomal, turbulent
flow= and temperature-fields in channel flows of fluids with con-
stant properties a method is presented which is based on a finite
difference scheme of the complete conservation equations for mass,
momentum and enthalpie. The fluxes of momentum and heat within the
grid cells are described by sub—grid scale models. The sub-grid
scale model for momentum introduced here is for the first time
applicable to small Reynolds-numbers, rather coarse grids, and
channels with space dependent roughness distributions. The new
developed sub-grid scale model for temperature takes in addition
the influence of the molecular Prandtl-number into account, For
Prandtl-numbers of about one the theoretical model confirms the
empirically derived values for the turbulent sub—grid scale Prandtl-
number which are currently used by other autheors. For very small
molecular Prandtl-numbers of liquid metals the model shows, that
the total resolution of all relevant temperature-fluctuations can

be achieved on the basis of presently realizable grids.

The method is realized in the computer code TURBIT-2. It is feasible
for the simulation of laminar flows in plane channels and annuli as
well, as for turbulent flows with Reynolds-numbers larger than about
10%. The numerical results for the flow field show only a small in-
fluence of the model parameters. For smooth, rough and partly roughened
channels with secondary flows the agreement with experimental results
is fairly good even when rather coarse grids are used. The temperature
fields simulated are very insensitive to the parameters of the model.
The numerical results are in good agreement with consistent, teliable
experimental results. The accuracy of the numerical results allows to
calculate quantities, which have not been measured up to now, but

which are very important as far as the development of higher order

statistical turbulence models is considered.
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1. EINLEITUNG

1.1 SchlieBungsproblem und statistisches Vorgehen

Die meisten in der Natur und der Technik vorkommenden Strdmungen sind turbu-
lente Stréomungen, d.h, Strimungen, die stets instationdr, dreidimensional,
wirbelbehaftet und unregelmdfig sind inRotta 1972_7. Mathematisch beschreib-
bar sind diese Strémungen, ebenso wie die nicht turbulenten Strdmungen, durch
die Navier-Stokes'schen Cleichungen Z-Navier 1822, Stokes 1845_7. In der
Technik wihlt man zumeist ein statistisches Vorgehen zur Beschreibung der
Turbulenzfelder und verwendet die zeitlich gemittelten Navier-Stokes'schen
Gleichungen, die von Reynolds £-1894_7 abgeleitet wurden. Im Gegensatz zu
den Navier-Stokes'schen Gleichungen stellen die Reynolds'schen Gleichungen
kein geschlossenes Gleichungssystem dar, da durch die Zeitmittelung der
stets instationdre turbulente Impulsaustausch herausgemittelt wird und zu
zusitzlichen Unbekannten (Reynoldsspannungen) im Gleichungssystem fiihrt,

die eben gerade diesen turbulenten Impulsaustausch beinhalten und zusitz-

liche Modell=-Anmahmen erfordern.

In einfachen symmetrischen Kanalstrdmungen werden meist die Ansdtze von
Prandtl / 1925 7, Nikuradse / 1932, 1933_/ und van Driest / 1956_7 fiir
diese Unbekannten verwendet. Fiir nicht symmetrische Kanalstr&mungen, wie
sie z.B, bei der Durchstrémung von Reaktorbrennelementen / Smidt 1976_7
vorliegt, werden Hhnliche, aber stidrker verallgemeinerte Modelle verwen—
det, wie z.B. die Modelle von Buleev / 1964_/, Meyder / 1975_7 und Ramm
1_1975_7. Ist das zu berechnende Strdmungsproblem stark asymmetrisch, oder
mufl mit Rezirkulationsstrdmungen gerechnet werden, oder aber hat das Stré-
mungsproblem keinen Grenzschichtcharakter (kein WandeinfluB), dann werden
aus den Navier-Stokes'schen-Gleichungen zusdtzliche Bilanzgleichungen

fiir typische TurbulenzgriBen azbgeleitet, die es erlauben, die unbekannten
Reynoldsspannungen abzuschitzen. Bei diesen statistischen Turbulenzmodel-
len mit Transportgleichungen fiir charakteristische Turbulenzgrifen i_z.B.
Prandtl 1945, Rotta 1951, 1972, Rodi, Spalding 1970, Kolovandin u.a. 1972,
1973, Donaldson 1973, Launder, Spalding 1974, Launder, Reece, Rodi 1975_7
miissen die Schliefungsannahmen auf der Ebene der zusitzlichen Erhaltungs-
gleichungen gemacht werden. Thr EinfluB auf die Rechenergebnisse ist un-
gleich schwieriger abzuschitzen, da nur schwer die Grdfienordnung und physi-
kalische Bedeutung der darin auftretenden zahlenmidBig gewachsenen Unbekann-

ten zu beurteilen ist. Besonders erschwerend kommt hinzu, daB die in diesen
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Modellen auftretenden Unbekannten oftmals micht direkt experimentell bestimmt

werden kdnmnen oder sbhingig von der Art des Anwendungsfalles sind.

1.2 Direkte numerische Simulation

Im Gegensatz zu den statistischen Turbulenzmodellen werden den direkten nume-
rischen Simulationsverfahren nicht die zeitliieh gemittelten Navier—Stokes-—
Gleichungen zugrunde gelegt, sondern die zeitabhingigen Navier—-Stckes-Glei-
chungen in der urspriinglichen, "primitiven' Art. Diese Gleichungen k¥nnen
fiir turbulente Strimungen geldst werden, indem das Geschwindigkeitsfeld in
Fourier—- oder Chebyshev-Reihen entwickelt, oder mit einem Differenzenver-
fahren approximiert wird [_Orszag, Israeli 19?4_7. Allerdings reicht die
Rechengeschwindigkeit und Kernspeicherkapazitit heutiger GroBrechenanlagen
nicht aus, um, mit welchem Verfahren auch immer, die kleinsten Wirhbel turbu-
lenter Stromungen aufzuldsen, die sich von den grdften in jeder Dimension
z.B., um etwa 3 - 5 Grifenordnungen unterscheiden Z-Corrsin 1961, Hirt 1968,
Emmcns 1970, Schumann 1973a, Leonard I9?3_7. D.h., daB das Auflésungsvermi-
gen durch den Abbruch der unendlichen Reihen bzw. durch die endlichen Ma-
schenweiten nicht bis zu den kleinsten Wirbeln reicht. Somit sind diese
Verfahren nur auf den Bereich um die kritische Reynoldszahl anwendbar, wo

die Wirbel noch relativ groBe Abmessungen haben.

Die gefilterten, d.h. in irgendeiner Art {iber Maschenvolumina gemittelten
Gleichungen enthalten bei turbulenter Strémung formal Zhnliche unbekannte
Reynoldsspannungen wie die statistischen Turbulenzmodelle. Diese Terme ha-
ben aber wegen des Fehlens der Zeitmittelung eine andere physikalische Be-
deutung. Sie stelien in kartesischen Koordinaten Oberflichenspannungen dar
[_Schumann 19?3&_7 und beinhalten als solche nur denjenigen Impulsaustausch,
der durch die vom Maschennetz nicht aufgelésten Wirbel bewirkt wird. Wei-
ter folgt daraus, daf die Modellannahmen, die man filir die unbekannten Ober-
flichenspannungen einfiihren muB, mit zunehmender Verfeinerung der Maschen-—
netze an Bedeutung verlieren. Die angenehmste Eigenschaft dieser Span-
nungen ist, daB sie entsprechend der weitgehenden Entkoppelung der Vorginge
bei kleinen Wirbeln von denen bei groBen Wirbeln / Rotta 1972_7 universel-~
len Gesetzm#Bigkeiten gehorchen, die es erlauben, die Modellkonstanten
unter Verwendung nur einer universellen empirischen Konstanten analytisch
Zu bestimmen. Diese Konstante ist zber nur universell, wenn die Reynolds-

zahl ausreichend hoch ist / Ldrcher 1976_/.
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Bei den Spektralverfahren existieren bis heute lediglich Simulationen von
Scherstr8mungen niedriger Reynolds-Zahlen i_Orszag, Pao 1974“7- Es ist bis
heute aber noch nicht gelungen, dreidimensionsle Kanalstrdmungen zu simu-
lieren, weder im Bereich um die kritische Reynolds—Zahl noch im turbulen-
ten Bereich. Um so mehr gibt es noch keine erfolgreichen dreidimensionalen
Simulationen von turbulenten Kanalstrdmungen mit Spektralverfahren und Fein-

strukturmodellen.

Die direkte numerische Simulation turbulenter Strimungen iiber Differenzen-
verfahren und Feinstrukturmodelle wird heute dagegen vielfach zur Unter-
suchung grundlegender Turbulenzphinomene z.B. bei homogener Turbulenz oder
aber in der Meteorologie zur Unterstlitzung der Entwicklung statistischer
Turbulenzmodelle benutzt, Modelle mit linearer Volumenmittelwertbildung
iiber die Maschen und mit einfachen algebraischen Ansitzen fir die unbekann-
ten Oberflichenspannungen wurden / z.B. von Smagorinsky 1963, Lilly 1967,
Fox, Deardorff 1972, Deardorff 1972a, Drake 1974 und Spaggs, Street 1975_/
abgeleitet bzw. benutzt, Modelle mit zus#tzlichen Transportgleichungen fir
die unbekannten Flichenmittelwerte wurden von Deardorff / 1973a, 1973b,
1974a, 1974b_J, von Deardorff und Willis / 1974_7 und von Schemm /[ 1974_7
abgeleitet und benutzt. Nichtlineare Filterfunktionen fiir die Berechnung
charakteristischer Maschenmittelwerte wurden von Leonard /[ 1973, 1974 7
vorgeschlagen und von Shaanan u.a. 5—1975_7 und Reynolds 1_19?6_7 benutzt

bzw. ausgewertet,

Auf Kanalstrdmungen wurden bisher nur Modelle mit linearer Filterfunktion
angewandt., Dabei wurden von Deardorff 1_19?0_7, Deardorff, Peskin 1-1970_7,
Kau, Peskin / 1972_/, Peskin /1974 _7 ein algebraisches Modell benutzt und
von Schumann 1-19?33, 1973b, 1975a, 19?5b_7 ein Modell mit einer zusHdtzlichen
Transportgleichung, bzw. ohne Feinstrukturmodell bei kleinen Reynoldszahlen

von Gritzbach, Schumann / 1974_/ und Grdtzbach, Ldrcher, Schumann 1-1975_7.

Turbulente Temperaturfelder wurden bisher nur fir die Fluide Luft und Was-
ser fiir die atmosphdrische Grenzschicht bzw. Seen simuliert. Den Rechnungen
von Deardorfi 1_1971, 1972a, 1972b_7, Drake u.a. 1-1974_7 und Spaggs,
Street / 1975_7 lagen algebraische Modellansitze fiir die unbekannten turbu-
lenten Wirmestrdme zugrunde, wobei die Modellkonstanten nicht analytisch,
sondern durch numerische Experimente bestimmt wurden. Den Rechonungen von
Deardorff / 1973a, 1973b, 1974a, 1974b_] und Schemm / 1974_7 lagen Modelle
mit zusitzlichen Transportgleichungen zugrunde. Ohne Feinstrukturmodelle
wurden die Rechnungen von Grdtzbach u.a. [ 1974, 19?5_7 fiir niedrige

Reynoldszahlen fiir einen Plattenkanal durchgefiihrt.



1.3 Ziel dieser Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die wesentlichen, in der obigen Ubersicht
augenscheinlichen Einschrankungen auf sehr groBe Revnolds—~Zahlen, auf
Prandtl-Zahler um eins und auf fein aufl&sende Maschennetze zu beseitigen,
d.h., es soll ausgehend von dem direkten numerischen Simulationsverfahren
mittels Differenzenverfahren und 1-Transportgleichungs-Feinstrukturmedell
von Schumann 1_1973a, 1975a_7 ein Verfahren zur Verfiigung gestellt werden,

mit dem

I. turbulente Temperaturfelder in Kanalstromungen simuliert werden

kénnen,

2. turbulente Temperaturfelder fiir Fluide mit unterschiedlichen mole-
kularen Prandtl-Zahlen simuliert werden k&mnen, wobei hier ein
besonderes Interesse auf Flissigmetallen mit sehr kleinen Prandtl-

Zahlen liegt,

3. die Konstanten des Temperaturfeinstrukturmodells (analog zu denen
im Impuls-Modell) unter Verwendung universeller GesetzmidBigkeiten
und nur einer zusitzlichen universellen, empirisch zu ermittelnden

Konstanten theoretisch zu bestimmen sind,
4. Kanalstromungen mifiger Reynolds—Zahlen berechenbar sind,

5. bel Verwendung nur grob auflisender Maschennetze dennoch qualitativ

gute Ergebnisse zu erzielen sind, und mit dem

b. durch Einfiihren eines verbesserten inhomogenen Impulsfeinstruktur-
modells und ortsabhingigen Wandbedingungen, wie Wandrauhigkeit,
Wandtemperatur und Wandwdrmestrom Asymmetrieeffekte, wie EinfluB
von Sekundirstrimung und anisotropen turbulenten Austauschgrdfen

untersuchbar sind.

Die Zielsetzungen | bis 3 beziehen sich auf die erstmalige Herleitung eines
Temperaturfeinstrukturmodells fiir variable molekulare Prandtl-Zahlen und
stark inhomogene Stromungen. Die Zielsetzungen 4 bis 6 beziehen sich auf
wesentliche Verbesserungen und Erweiterungen des Impulsfeinstrukturmodells
von Schumann 1_19?3a_7, die es erstmals ermdglichen, Kanalstrd®mungen mit
Reynolds~Zahlen zu simulieren, bei denen die universellen GesetzmdBigkeiten

fiir die Vorgénge bei kleinen Wirbeln nicht mehr streng gelten L_Lﬁrcher 1976_7.
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2. GRUNDGLEICHUNGEN DES SIMULATIONSVERFAHRENS

Diese Arbeit baut soweit als méglich auf dem von Schumann / 1973a_/ ent-
wickelten Simulationsverfahren zur Beschreibung des turbulenten Impulsaus-
tausches in Kanalstrdmungen auf. D.h. es werden die Grundgleichungen fir
den Impulstransport und die entsprechenden Modelle méglichst unverindert
{ibernommen und hier nicht erneut im Detail abgeleitet. Den Schwerpunkt die-
ser Arbeit bilden die Nementwicklungen zur Simulation turhulenter Tempera-
turfelder. Auf den Impulsteil wird nur ausfiihrlicher eingegangen, wo dies
zum Verstindnis der eingefilhrten Verbesserungen, Korrekturen und Erweite-

rungen notwendig ist.

In diesem Kapitel werden die ausgewZhlten Kanalgeometrien, die Grundglei-

chungen mit den zugehdrigen Vereinbarungen und die Normierung beschrieben.
AnschlieBend werden die ilber Maschenvolumina integrierten Grundgleichungen
des Simulationsverfahrens abgeleitet und die Bedeutung der durch das

Schliefungsproblem auftretenden Ausdriicke beschrieben.

2.1 Geometrie

Fiir die Geometrie wird in konsistenter Weise mit der friiheren Arbeit ein
in zwei Richtungen unendlich ausgedehnter Plattenkanal und ein unendlich
ausgedehnter Ringspalt gewdhlt (Abb. 1). Die Plattenkanalstrtmung kann

problemlos in den kartesischen Koordinaten
A A
éz = {‘Q} ' §2.,523 } = { g?l >,r 2'}
beschrieben werden}\die Ringspaltstrdmung in den zylindrischen Koordinaten
}?_ ={§4, ’?a; X3} = {%,‘:?,”‘;'
Die Griéle S stellt in beiden Fillen den Wandabstand dar, so z.B., ist im

Ringspalt
Py A

5 = R, - R, . (2-1)

A
Die Hauptstrimungsrichtung ist die xl—Richtungg da fiir diese Richtung ein

aufgeprigter Druckgradient angenommen wird:
A

R ey (R a

Das Zeichen A kennzeichnet dimensionsbehaftete GréBen, die Zeichen L7

Mittelwerte ilber der Zeit oder Ensemble.



2.2 Grundgleichungen

Die Ableitung der Grundgleichungen des Simulationsverfahrens wird im fol-
genden wegen der kiirzeren Schreibweise nur fiir kartesische Koordinaten er-~
folgen. Die Grundgleichungen in zylindrischen Koordinaten kSnnen beziiglich
des Impulsteiles bei Schumann / 1973a_7 entnommen werden und beziiglich des

Temperaturteiles dem Anhang 1.
Die wesentlichen Annahmen, die den Grundgleichungen zugrunde liegen,sind:

I. Das Fluid soll als Kontinuum beschreibbar sein.
2. Es soll sich um Newton'sche Fluide handeln.

3. Die Stoffwerte sollen konstant sein.

Weiter ergibt sich aus den Annahmen des SchlieBungsmodells und dem Rechen-
programm die Forderung nach weitgehender Stationaritidt im statistischen

Sinne.

Die Grundgleichungen fiir turbulente Geschwindigkeitsfelder k&nnen nach
Navier / 1822_7 und Stokes / 1845_/ aus den Erhaltungssitzen fiir Masse
(Rontinuitit) und Impuls abgeleitet ﬁ-Wieghardt 1969_7 und mit den Annah-
men 2 und 3 stark vereinfacht werden Z_Rctta 19?2_7. Die Gleichung fiir das
Temperaturfeld kann man zusammen mit denselben Annahmen entweder durch ein
thermodynamisches Vorgehen aus der Erhaltungsgleichung flir die Gesamtener—
gie (Enthalpie) und der Entropiegleichung herleiten / Rotta 1972h7, oder
aus einer Wirmebilanz an einem Volumenelement. Man erh#lt damit

die felgenden 5 Gleichungen (es wird bei doppelt vorkommenden, rechts

unten stehenden Indizes, die nicht in eckigen Klammern stehen, die

Einstein"sche Summationskonvention angewandt):

Die Kontinuitdtsgleichung

) s

— = O (2-3)
A ’

7 xe |

die drei Komponenten der Navier-Stokes'schen Gleichungen (i = 1,2,3)

f'l ’

— (,a 4()*'/0# (V ‘Ja‘ Aﬂ) ({.F// (2-4)

f‘f { Q% r’x x faxo ‘e A

und die Temperaturglelchung mit der homogen vertellten Volumenwﬁrmequelle Qs
= A

g " 7 9 / Q A (2-5)

a4 9)(3, QX:;" ?x § cp
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Diese fiinf Grundgleichungen stellen ein geschlossenes Gleichungssystem fdr
A A
die finf Unbekannten Gi, p und T dar, dessen Giiltigkeit sowohl filr lami-

nare, wie auch fiir turbulente Strdmungen unterstellt werden kann.

2.3 Normierung der Grundgleichungen

Bei der Normierung des Gleichungssystems werden alle Lingen mit dem Wandab-
Fal
stand D normiert. Die Ceschwindigkeiten werden mit der tber beide Winde ge-

mittelten Schubspannungsgeschwindigkeit ﬁ-Schlichting 1965_7

gy = 4 (L Ad + <)) = é?f—> -6

normiert, die sich aus einer Krdftebilanz {iber den ganzen Kanal wegen

A A
.
) -
{Twep=% 1D e
ableiten liH@Bt als
,% A
S })( D
My = = (2-8)
'2 \? b
Als charakteristische Zeit wird
A b
= —
?{" («“to)

benutzt. Durch entsprechendes Erweitern kommt man zu den folgenden dimen-

(2-9)

sionslosen Gleichungen:

£y

Fxe ¢ (=423 1O

?’“J f‘) _ﬁ Q_ A:t Q,u'
W "]x;] ((( /(3) Px. ?Kj '?x +r}),<: +J4‘£,

Die Normierung ergibt dabei folgende Zuordnungen.

X, = R/ D

{ = ¢ /d, |

G/ vy (2t B i) By =Kigy) @712
o J(8 <y = ,,i‘z/(fi b)
P b/E<any) - L.0Z/(R 5)
¥/ deerB) = A/ Re,

-
'} (2-11)

™

L

™oy
1

-

il

2

< R
"

]
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Weiter ist begenders flir Auswertezwecke noch von Interesse, daB ReT entspre-—

chend dieser gewidhlten Normierung mit der Reynolds-Zahl

XA D
£
Ke = o (2-13)

wie folgt verkniipft ist (V<...> bedeutet Mittelwert {iber das Kanalvelumen):

R’a?r"‘ Ke <ﬁtc>/‘zﬁ,{> = F?e/ZA(,,} (2-14)

Aus dem bekannten Rohrreibungsgesetz

~oW, A L
?; = S SLfii;i 2-15
x_flﬁ (2-15)
b A
folgt andererseits, daB wegen D, = 2-D gilt:

Re, = Ke VEr /€ (2-16)

d.h. ReT ist liber {(2-16) mit dem Geschwindigkeitsfeld selbst und den

Wandbedingungen (z.B. bei Rauhigkeiten) verkniipft.

Die Temperaturgleichung wird normiert auf:

T ( ?_ - < TA-w:f >) /< ?c#> (2-17)

A
<TW1> ist die Wandtemperatur an der Wand 1 hei xq = 0 bzw. r = R1 (Abb. 1)

zum Zeitpunkt t = 0 und

It

”~
ol h <qwc>

<fo> S A A A (2-18)

fCP <«¢¢'rc> A N R
Fiir den Falll :aﬂ der Wandwdrmestrom <Ew0> -:1qwl> wird und <uT0i = <u£l>
wird, geht <TO > in die von Obukhov / 1946_/, Landau, Lifshitz / 1944 /
und Squire / 1951 _7 eingefiihrte "friction temperature" ?x iiber (die wvon
Kader und Yaglom £_19?2_7 treffender als "heat flux temperature" bezeichmet

wird) und es gilt:
—
T o= — (2-19)

Der Wandwirmestrom wird bei Vorhandensein von inneren Wirmequellen aus

<9u> = @ D/2 | (2-20)

berechnet, andernfalls als Mittelwert der hbeiden Wandwirmestrfme:

< E?W> = %(< §w4> + < j;m >) (2-21)
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Vor der Durchfhhrung der Normierung wird zunichst das Temperaturfeld auf
A
=T - T ol

(mit Ausnahme der Randbedingungen) iiber in die fiir T . Als nidchstes wird
AA A

dann wie oben durch Erweitern mit D, tﬂ, <u_ > und <Tox> und anschlieBen-
T

des Durchdividieren der vetrbliebenen dimensionsbehafteten GrdRBen die Glei-

transformlert Dabei geht die Glelchung fir T ohne Anderungen

chimg auf ihre dimensionslose Form gebracht:
g—:g—-— + ‘:jxﬁ' T',a:a*) =§;. %—ia_ + & (2-22)
An zusitzlichen Zuordnungen ergeben sich dabei:

Tuad) KT =75 b (T<T))
Q Q5 /(88 iny{TSy) = 2
a = VA<bwy8) @V =ANReg Be) = AP,

Auch hier ist a, das die Bedeutung einer Peclet-Zahl hat, keine unabhingige

H
[}

(2-23)

i

Variable, sondern iber ReT mit dem Geschwindigkeitsfeld und den Wandbedin-
gungen verkniipft und iiber die molekulare Prandtl-Zahl Pr mit den thermody-
namischen Eigenschaften des Fluides. Die fiir Auswertungen interessante

Stanton—-Zahl St oder Nusselt—-Zahl Nu

4 = Cﬁ N /(Re Pr) = - < 6‘7‘:’\*‘ 2 (2-24)
g CP’ <:fﬂ >'<|{W¢ < )CN

wird mit dieser Normierung berechenbar aus:

Sto= /(X7 K ua)) (2-25)

2.4  Abgeleitete Gleichungen

Fiir die Herleitung der Feinstrukturmodelle werden einige zusidtzliche, aus
den Grundgleichungen ableitbare Bilanzen flir charakteristische Turbulenz-
eigenschaften bendtigt., Es sind dies eine Bilanzgleichung fiir die Energie
der turbulenten Geschwindigkeitsschwankungen E und eine fiir die "Energie”
der turbulenten Temperaturschwankungen ET {Temperaturschwankungsquadrat-
bilanz). Diese Gleichungen werden im folgenden in normierter Form (wie alle

folgenden Gleichungen auch) angegeben.
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2.4.1 Energiegleichung der Gesc¢hwindigkeitsschwankungen

Die Turbulenzenergie, unter der man die kinetische Energie der Geschwindig-

keitsschwankungen zu verstehen hat, ist definiert als

7 ' 2
£ (- <) - 4 u
mit
adl = Al o~ L a > (@20

Eine Bilanzgleichung fiir diese Gr&B8e 143t sich aus den Navier-Stokes-
Gleichungen herleiten (siehe z.B. Hinze / 1959_7. Die allgemeinere Form der
Energiegleichung ist die Bilanzgleichung (oder auch Transportgleichung)

fir die Reynoldsspannungen <ui' uj'> [ Rodi 197C, Rotta 1972 7-

(4 u; DEE <a&><32 < ,a - -E)— <,£(f ,ﬂé)h -—*(«a 7 -9%0{ 17

zeitl.Anderung Konvektion turbulente Diffusion
f
Q 9<ﬂ> : Qa( erf
~Cutaig) 58 L
J gxa* ()K:.
— v .
Produktion Pressure Strain
’ f
Al ' ’
+ VQ 4 > 2V P : 9'“"> (2-28)
GDX;_ 2%<&. ﬁ?x;k rDth
viskose Diffusion viskose Dissipation

Die gesuchte Energiegleichung der Turbulenz erhdlt man unter Beriicksichtigung
der Kontinuit#tsgleichung nach Durchmultiplizieren mit 1/2 und Aufsummieren
fiir i = j

95_49@“) 2 9 N VR
9l 2 et T Ty &Gﬂk) e

Konvektion turbulente Diffusion

S , ,
‘ (9<3“£>' YV qp E —y FAEL j;é&i

Dxg ka ka Qx& Qx&_

(2-29)

Produktion viskose Diffusion viskose Dissipation
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2.4.2 Bilanz fiir Temperaturschwankungsquadrate

Die Erhaltungsgleichung fiir die Temperaturschwankungsquadrate oder "Tempera-
turschwankungsenergie"
z
—_ 'z — - - +
ET - < T > - ( ] < J ‘>)
bzw. (2-30}

ET""Z = ET/Z '<sz>/2 .

wurde erstmals von Corrsin £_1952_7 hergeleitet. Ausgehend von der Tempera-

n

turgleichung erhilt man durch formale Operaticnen folgende Bilanz 1f00rrsin
1952, Harlow, Hirt 1969, Monin, Yaglom 1971, Kolovandin, Vatutin 1972,
Tennekes, Lumley 1973, Donaldson 1973, Sviridov et al. 1975_7:

(3 Erve £T7" / Evge e {7
U 5y By 9

; & roduktion
Konvektion o
) ? f'—"m)

¢
- Ey, Ay 7 * 5 (61
Mz l Orec
turbulente Diffusion viskose Diffusion
; 4
-4 <QT DT (2-31)
Bxe  Oxee |

Dissipation

Der hier mit "Dissipation” bezeichnete Ausdruck
‘ ‘
P A() Saa/ A
T4 Pxp.  Pxie

hat nichts mit der Energiedissipation in Gleichung (2-29) gemeinsam. Br wird

(2-32)

lediglich wegen seiner Eigenschaft als stets positiver Senkenterm in Ana-

logie zur Energiegleichung als Dissipationsterm bezeichnet.

2.5 Uber Maschenvolumina gemittelte Gleichungen

Zur Anwendung eines Differenzenverfahrens zur numerischen LGsung der Grund-
gleichungen kinnen diese sowohl in Taylor-Reihen entwickelt werden, die dann
nach wenigen Gliedern abgebrochen werden, als auech direkt formal iiber Maschen-
volumina integriert werden. Hier wird in Fortfihrung der Schumann'schen Arbeit
Z—Schumann 1973&_7 die formale Integration gewidhlt. D.h. es wird auf alle

Grundgleichungen folgender Operator angewandt:
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é_!_‘_f X ¥ dx“xf*’i‘_.’

w)—’hEAx chdng _/ [ Y (X x X’A)p/x p/fc A (2-33)

Mz ._AX;
= %~ by

Die GrﬁBenHAXi kennzelchnen hier die Maschenweiten in den Richtungen x.

{(Abb., 2) und {}ﬂ’ Xy1 Xq } die Koordinaten des Maschemmittelpunktes. Wendet
man diesen Operator auf die partiellen Ableitungen der Grundgleichungen an
und beriicksichtigt dabel, daB jeweils eine Integraticn formal ausgefiihrt wer-

den kann, z.B.

V—
Qece _ [ / [ 9‘““ ’ r gt (2-34)
QOx,/ X sz Xy, /"3 06‘: H/K,;

A)‘:,.f AK'L M(3

S R Y

BX; BXs

!I

(m(x., & x %, )'-,c'( X~ % x, xé)) =& T,

dann kommt man zu dem Ergebnis, daf die Volumepmittelung fast bei allen Ter-

A%,

men der Grundgleichungen zu Fldchenmittelwerten lui filhre, (Alle Flichen-
mittelwerte r§~ werden durch den Index der Richtung der Flidchennormalen
gekennzeichnet.) Dies ermiglicht es, in den meisten Fillen ohne zusitzliche
Annahmen ein versetztes Masche?netz {staggered grigl anzuwenden (Abb. 3),
bei dem die Geschwindigkeiten Y; den Orten X;* 5 zugeordnet werden.
AuBerdem wird man durch die eindeutige, wenn auch aufwendige Notation in die
Moglichkeit versetzt, auch stark ungleichseitige (anisotrope) Maschennetze
zu benutzen, wie sie besonders bei Ringspalten mit kleinen Radienverhdlt-—

nissen R]/R2 auftreten.

Vo
Wendet man den Operator ¥ auf die Grundgleichungen (2-10, 11, 22) an und
berﬁcksichtigt {2-34), dann erhilt man:

Qzﬁlc) = & {;(-(} — 0 (2_35)

t
£?Ct_
Voo H' Ao

( f) — & (aisg) X (V(LJ'@}&) (2-36)

¥
(2-37)

QD

]
S
A
[y

=D

@l =0
[ -..‘[
~Jd
!
{
ca‘g_\
f--:"\
"‘\.{
S
N
+
c»?'“.o
f_\“
IV}
<
HlE
M
+
=
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Die Kontinuitdtsgleichung ist exakt und bedarf bei Anwendung eines "staggered
grid” keiner weiteren Niherungen. Bei der Impuls—- und Temperaturgleichung
kénnen dagegen durch Anwendung der Volumenmittelung nicht alle Differentiale
in Differenzenoperatoren {iberfiihrt werden. Fiir die verbleibenden Differen-
tiale miissen hei der Anwendung auf das Differenzenverfahren Approximationen
eingefiihrt werden (sieche Kap. 4.1). Dies ist aber ohne groRe Bedeutung, da

im wesentlichen nur die diffusiven Terme davon betroffen sind, die bei hohen

Reynolds~Zahlen ohnehin von untergeordneter Bedeutung sind.

Dagegen ergeben sich durch die Mlttelung der konvektiven Terme gravierende

Konsequenzen, denn die 12 Gridfen JuluJ und ]

UjT kdnnen nicht aus den vor-
i v—

handenen Geschwindigkeiten u. und Temperaturen T bherechnet werden. Das

durch die Mittelung entstandene Gleichungssystem ist also nicht mehr ge-

schlossen,

Spaltet man y = u,T jeweils in einen Flichenmittelwert J§_ und die Schwan-

kung um diesen Flichenmittelwert y¥' auf und beriicksichtigt, daB wegen

— {
y = JY + Y (2-38)

bei dieser linearen Volumenmittelung, im Gegensatz zu den nichtlinearen

Mittelungen von Leonard [-1973, 1974_7, stets gilt:

P

—_— b
Ny -y ey = Y (2-39)

dann kdnnen die unbekannten Terme wie folgt umgeformt werden:
v ¢ *’

i —_— —_— 1 4 t
?ﬂ Af( ( {'_' -+ ,{(: )(iﬂ’]' + ,{{';') = /f'(t' f‘ﬂ{a' * /f(f."f{]' (2-40)
: 7~ - AT &
9 .-_:_: = ’—- ’( v ) = 3H¢' 3 a2 + l’ !
‘aa / = [41‘): + MJ ) (ﬂ/ + 7-) —_— .&'(a / /“d 7

Diese formale Umformung erlaubt es, die unbekannten Terme in jeweils einen
berechenbaren Teil und einen durch die Schwankungen immerhalb der Mittelungs-
flichen bestimmten, nicht berechenbaren Anteil, den sogenannten Feinstruk-
turanteil, aufzuspalten, fiir den Modellannahmen gemacht werden miissen. Die
Einfilhrung in die iilber Volumina gemittelten Gleichungen fiihrt zu dem bis

jetzt immer noch exakten, jedoch nicht geschlossenen Gleichungssystem:
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2
A
I

’ (2-41)
g =—Jap(z;a?) $ %(Y(z)a.*% S 7)ed.7
R Ny A

‘1 LX?I

2.6 Bedeutung der Feinstrukturterme

In den frilheren Arbeiten von Lilly / 1967 /, Deardorff / 1970 ff 7 und

Leonard / 1973, 1974_/ wurden die Feinstrukturterme Ju iu i und :m;ET
stets als Volumenmittelwerte mit linearer oder nichtlinearer Wichtungsfunk-~
tion abgeleitet und interpretiert, da nicht berlicksichtigt wurde, daB nach
(2-34) partielle Ableitungen formal integriert werden kdnmen. Das hat zur
Folge, daB bei Anwendung von stark anisotropen Maschennetzen zusitzliche
Annahmen erforderlich sind, wie die Anisotropieeinfliisse beriicksichtigt bzw.
korrigiert werden sollen. Hier, bei dem Vorgehen nach Schumann 1_1973a,
1975a_/, ergeben sich die Feinstrukturterme aber als Mittelwerte iiher Ma-
schenoberflédchen. D.h., daR der Energie- bzw. ImpulsfluB in den verschiede-
nen Richtungen eines anisotropen Maschennetzes durch die Flichemnmittelung
automatisch die Anisotropie beinhaltet. Das setzt allerdings auch voraus,
daR die Modelle, die fiir die Feinstrukturterme eingefiihrt werden, die Ma-
schennetzabhidngigkeit korrekt wiedergeben miissen (siehe Kap. 3.2.1.2 und
3.3.1, Faktoren ijC und jCT)-

Durch die Umformung (2-40) kdnnen die Feinstrukturterme jﬁ'iu'j und jET;ET
wie folgt interpretiert werden: Am Impuls- und Wirmeaustausch nehmen alle
Turbulenzelemente {Wirbel) teil, von den griBten Abmessungen bis hin zu den
kleinsten. Wobei sich die gréften Wirbel im Durchmesser etwa um den Faktor
103 (bei hohen Reynolds=Zahlen auch mehr, siehe Tab. 1) von den kleinsten
unterscheiden Z_Corrsin 1961, Hirt 1968, Emmons 1970, Schumann 19733“7'

Das bedeutet, daB bei einer numeriscﬁen Simulation dann alle Wirbel auflds-
bar wiren, wenn man (103)3 Maschen auf heutigen Rechnern realisieren kidnnte,
Realisiert werden konnen derzeit aber nur Netze mit einigen 104 Maschen,
wobel dann die Rechenzeiten, je nach Ziel der Rechnung, schon in kaum ver-—

tretbare Dimensionen anwachsen. So bentigte Schumann / 1975a_/ zum Erreichen
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stationirer, ausgebildeter Turbulenz in Kanalstrfmungen bei 32 768 Maschen
ca. 25 Stunden auf einer IBM 370/165 und Deardorff 1—1974a_7 zur Nachrech-
nung des Wetters eines Tages auf einem 10~Quadratkilometerstiick in Australien
mit 64 000 Maschen und mit einem Modell mit 15 zusdtzlichen Transportglei-
chungen zu den Gleichungen fiir die Geschwindigkeiten, Temperatur und Luft-
feuchtigkeit ca. 350 Stunden auf einer Control Data CDC 7600 (die etwa 2

bis 3mal schneller ist als die IBM 370/168).

Daff heute nur 104 bis 105 Maschen realisierbar sind bedeutet, daf der Impuls-
austausch der kleinen, nicht aufgeldsten Wirbel in den Oberfl&ichenspannungen
jETTETT enthalten ist. Fiir diese 9 Unbekannten miissen demnach Modelle ein-
gefiihrt werden. Das Bescondere an diesen Unbekannten ist, daB gie wegen der
Definition als Oberflichenspannungen nmit zunehmender Maschennetzverfeine-
rung an Bedeutung verlieren. Die einzufiihrenden Medelle wverlieren entspre-—
chend mit zunehmender Verfeinerung ihren Einfluf.

Fiir die Beschreibung der turbulenten Temperaturschwankungen gilt im Prinzip
dasselbe. Die drei Unbekannten jGTEET beschreiben dem Wirmeaustausch, der
durch die kleinen, nicht aufgeldsten Wirbel bewirkt wird. Diese Art Inter-
pretation gilt allerdings nur bei molekularen Prandtl-Zahlen Pr = S/4 > 1,
denn bei Fluiden, bei denen Pr << 1 ist, d.h. bei denen die Wirmeleitfdhig-
keit auBergewdhnlich hoch ist, fiihrt diese hohe Leitf#higkeit dazu, daf

nicht jeder einzelne Wirbel seine eigene Temperaturidentitit besitzt,

sondern daB mehrere benachbarte Wirbel die gleiche Identit#t haben. B.h,

die r#umliche Ausdehnung ven Temperaturschwankungen ist grdBer. Damit ver-—
schiebt sich die Anforderung fiir die Aufldsung aller Temperaturschwankungen,
bzw. die Grenze fiir die Notwendigkeit eines Modells fir jET;fT gegeniliber

der fiir Ceschwindigkeitsschwankungen in Abhidngigkei* wvon der molekularen

Prandtl-Zahl.

. . . A
Eine Abschitzung dieser Crenze kann z.B. ber die Kolmogorov-Linge %7
ihKﬂlngDrov 1941, Rotta 19?2_7 erfolgen, die ein MaR fiir diejenige Wirbel-
gréRe 1ist, bel der die Trigheitskridffe und die Zihigkeitskrifte in gleichem

MaBe zur Dissipation fiihren:

”E (v*/<E>) " (2-42)

i
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Das Analogon dazu ist bei Pr < 1 fiir die "Temperaturdissipation” nach
Corrsin 1-1951a_7 und Batchelor, Howell, Townsend Z_IQSQ_? die Linge RT H
AL A 4/?
T
Aus der Auswertung des sich daraus ergebenden Verhdltnisses

-3

~ A - _
9/5 - o

folgt, daR z.B. bei fliissigem Natrium mit Pr = 0,007 die Dissipation bei

(2-43)

Gebieten gleicher Temperaturidentitit erfolgt, die um den Faktor 41,3
groBere Durchmesser besitzen als die kleinsten Wirbel. Ein Temperaturfein-
strukturmodell ist damit schon ab (]03)3/41,33 = 104 Maschen nicht mehr not-—
wendig. Den EinfluR der Reynolds- und Prandtl-Zahlen gzeigt die Tab. I.

(Zu nur unwesentlich anderen Zahlen gelangt man, wenn man anstelle von Y]
und n_die Taylor'schen MikromaBstibe X bzw. Ap einfiihrt. Corrsin / 1951b_/
findet damit eine Abhingigkeit gemiR Pr_l. Ogura 1_1958_7 kommt mit einem

-3/8

korrigierten n'_ {iber eine Dimensionsanalyse zu Pr .) Da eben gerade

T
diese Maschennetzgrdfe heute mit vertretbarem Aufwand zu verwirklichen ist,
muff zum einen dieses Ergebnis iliberpriifbar sein und zum anderen das einzu-

fiihrende Temperaturfeinstrukturmodell diesen Ubergang zu Null beinhalten.
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3. SCHLIESSUNG DES GLEICHUNCSSYSTEMS MITTELS FEINSTRUKTURMODELLEN

3.1 Gedankengang der Mndellerstellung

In diesem Abschnitt wird kurz ein Uberblick gegeben, wie das Gleichungs-
system {2-41) iiber Ans#itze flir die Unbekannten jE{E? und jﬁ;fT

unter Zuhilfenahme der Theorie isotroper Turbulenz bei der Bestimmung der
Modellkonstanten in ein geschlessenes Gleichungssystem iberfiihrt werden kam.
Dabei wird der Gedanken- und Rechengang am Beispiel des hier neu abgelei-

teten Temperaturfeinstrukturmedells erliutert.

Vor dem Beginn der Modellerliuterung miissen drei Begriffe erliutert
werden: Homogenitit, Isotropie und Lokalisotropie. Ein homogenes Turbu-
lenzfeld hat die Eigenschaft, daB seine statistischen GréBen und Vertei-
lungen unabhingig vom Ort sind; d.h. sie sind invariant gegeniiber Trans-
lation. Ein isotropes Turbulenzfeld hat die zusdtzliche Eigenschaft, daB
seine statistischen GrifBen und Verteilungen auch unabhingig von der Rich-
tung sind; d.h. sie sind invariant gegeniiber Translation und Rotation

i-Rntta 19?2_7. Von Lokalisotropie spricht man, wenn ein Turbulenzfeld im

Wellenzahlenraum (oder Frequenzbereich) Gebiete hat, die isotrop sind
j_Monin, Yaglom 1975_7. Diese Eigenschaft haben alle Wirbel unterhalb
einer bestimmten GrenzgriRe, ab der kein Einfluf der Randbedingungen, der
Kanalgeometrie usw. mehr festzustellen ist. Diese Grenzgrdfe wiederum ist

eine Funktion der Reymolds-Zahl / Lorcher 1976_/.

Da die hier betrachteten Kanalstrmungen stets inhomogen sind, werden die
unbekannten turbulenten Feinstrukturwirmestriime JE}TT aufgeteilt in einen
instationiren lokal-isotropen (I) und in einen stationdren inhomogenen An—
teil (II). Fiir beide Teile werden getrennte Ansitze eingefiihrt. Diese ent-
sprechen formal zwar den Ansitzen statistischer Turbulenzmodelle, sie be-
riicksichtigen dagegen aber nur die in der Feinstruktur auftretenden Effekte.

S0 werden fiir beide Teile Gradlenten Ansitze / Bou931nesq 1877 _ ] eingefiihrt:

fa}_?"_ = dtg (J T>) -*af 5%(117_ (3-1)

Fiir die lokalisotrope turbulente Temperaturleitzahl Jat wird in Analogie

zum Energie-Modell von Prandtl (fiir den Impulsaustausch) [_Prandtl 1945 7

folgender Ansatz gemacht:

3 12
ch, = JCT (JF ) (-2
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Darin ist ]CT ein Geometriefaktor, der nur bei ungleichseitigen Maschen von
eins verschieden ist; JF ist der Maschenquerschnitt in x}-Rlchtung und JE'
die in JF enthaltene, nicht aufgeldste Turbulenzenergie (= Feinstruktur-
energie). Berechnet wird JET aus einer zusitzlichen Transportgleichung
(Kapitel 3.4). CTZ

fiber die Theotrie isotroper Turbulenz bestimmt. Uber die Erhaltungsglei-

ist die hestimmende Konstante des Modells, Sie wird

chung fiir die nichtaufgel&sten Temperaturschwankungsquadrate VET&I/z

(#hnlich zu {2-31)) und den lokalisotropen Teil des Ansatzes (3-1,2) er-

hilt man folgende Bestimmungsgleichung {ir, CT2 {(Kap. 3.2.2.1):

<£rﬁ> <Q(gar)£ T> (3-3)
Log, (FE)" ( &37)0 §°T D

Der Operator ;j bedeutet arithmetische Mittelung ber zwei in xj-Richtung

C?Tl

benachbarte Maschen

S’_ﬂ = Yiewe 7{3‘—%)/2» (3-4)

Fithet man hier den Differenzenoperater (2-34) ein und multipliziert aus,
dann kommt man zu Produkten von jeweils zwel rHumlich gemittelten Tempera-
turen, <IT(E1) - JTI§2)>. Diese Zwelipunktekorrelationen sind bei isotro-
per Turbulenz berechemnbar aus den Energiespektren der Temperaturschwan-—
kungen / Hinze 1959_7. Und diese wiederum k&nnen in dem fir Lokalisctropir
wichtigen Bereich durch nur eine einzige, wahrscheinlich universell giil-
tige, ewpirische Konstante beschrieben werden. Damit hingt CT2 nur von

dieser einen Konstanten ab.

Bei dem Ansgatz fiir die inhomogene Temperaturleitzahl ja*t wird beriicksich-
tigt, dal in den betrachteten Kanilen nur in XB-Richtung nennenswerte
Inhomogenitiiten auftreten. Es wird ein Ansatz von der Art eines Prandtl’<ihion
Mischungsweges gemacht, wie er fiir den Temperaturaustausch von Cebeci
/1973 7 und ¥a und Habib / 1973_/ angegeben wird, allerdings erweitert

um eine Schwichungsfunktion fH(hn), die mit abnehmender Maschenweite

1 ?
b= 7/&;(4 A%3 AXg3 (3-5)

pegen Null geht. Der Ansatz lautet:

Jé: = gga' /4 /c{;<z >l %(ﬁn) (3-6)
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1 und 1, sind die Mischungswege. Die Schwichungsfunktion EH(hn) wird so be-
stimmt, daB bei sehr groBen Maschen entsprechend dem Grenziibergang vom Fein-
strukturmodell in ein statistisches Turbulenzmodell EH den Wert eins an-
nimmt (nach dem Ergodentheorem / Lumley 1970, Rotta 1972_/ sind Mittel-
werte liber groRe Flichen oder Volumina identisch mit Zeitmittelwerten)

und daB bei kleinen Maschen fH entsprechend den Mittelungsvorschriften,

die in JE}TT enthalten sind, gegen Null geht (Kap. 3.2.3).

3.2 Temperaturfeinstrukturmodell

Der oben skizzierte Gedankengang zur Erstellung eines beziiglich Temperatur-—
austausches geschlossenen Gleichungssystems wird in diesem Kapitel ausfiihr~
lich dargelegt. Ausgehend von den Schliefungsansitzen wird gezeigr, wie mit
den Hilfsmitteln der Theorie isotroper Turbulenz die Konstante CTE des isotro-
pen Modells theoretisch berechnet wird, wie diese mit den Deardorff'schen
Erfahrungen iibereinstimmt und wie man eine geeignete Schwdchungsfunktion

fH(hn) fiir das inhomogene Modell ableiten kanmn.

3.2.1 Ansdtze fiir das Temperaturfeinstrukturmodell

Die hier betrachteten Kanalstr8mungen haben die Eigenschaft, daB sie stark
inhomogen sind. Es ist zu erwarten, daf sich die Inhomogenit#t beim Zerfall
der grofen Wirbel in kleinere fortpflanzt und sich auch noch bei den kleinen
Wirbeln zeigt, die durch das Maschennetz gerade nicht mehr aufgel&st wer-
den. Es erscheint daher ratsam, die turbulenten Feinstrukturwirmestriome

Ju'jT' in einen isotropen Anteil (I) und in einen inhomogenen Anteil (II)

aufzuteilen:
jiﬁr—j- 31—"_7 3L—*—“ JLﬁ_T:'
Ay T = ( 1T - <“3'T'>) + < "‘3"‘> (3-7)

I i
Der isotrope Anteil ergibt sich hiernmach als instationdrer WdrmefluB. Sein
zeitlicher Mittelwert ist in Ubereinstimmung mit den Forderungen isotroper
Turbulenz gleich Null. Der inhomogene Anteil ergibt sich als stationdrer
WidrmefluR (stationir in bezug auf die ZeitmaRstibe turbulenter Schwankungen)

und ist damit iiber weite Bereiche des Kanals von Null verschieden.
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3.2.1.1 Gradienten-Ansatz

Wihrend bisher nur rein formale Anderungen an den Grundgleichungen vorgenom-
men wurden, missen nun Annahmen tber die Abhdngigkeiten der Terme I und IT
in (3-7) eingefihrt werden. Dabei wird vom Prinzip der "Wirbelviskositit"
Z_Launder, Spalding !9?2_7 ausgegangen und entsprechend dem molekularen Wir-
meaustausch ein turbulenter Austausch mit einer effektiven Temperaturleit—
zahl a, angenommen. Der sich daraus ergebende Gradienten-Ansatz erfillt alle

oben aufgefilhrten Eigenschaften von (3-7).

" . - L ] +
T oty L) _ T [

“Uy]" = = T <’4>) a, f_(a'< r (3-8)
Damit ist das Schlieﬁungsproblem verlagert auf die Bestimmung der turbulen-
ten Leitfdhigkeiten Jat und ] f

3.2.1.2 1Isotropes Feinstrukturmodell

Fiir die isotrope Temperaturleitzahl Jat wird ein Ansatz in Analogie zur

isotropen Zﬁhigkeit von Schumann / 1973a, 1975a_/ gemacht:
’ i—r\"2
b, = ¢, "C (') (3-9)

Dieser Ansatz entspricht formal dem Energie-Modell von Prandtl 1_1945_7.

Er beriicksichtigt die physikalische Abhingigkeit der "passiven'" turbulen-
ten Temperaturschwankungen inmerhalb der Feinstruktur von den "aktiven" tur-
bulenten Geschwindigkeitsschwankungen innerhalb der Feinstruktur, reprisen-
tiert durch die Feinstrukturenergie jET. Die Abhingigkeit des Modells von
der Maschennetzauﬁlasung ist durch die Fliche J.F gegeben, wobei die Abhin-~
1/2

gewdhlt wird, weil nur so die Konstante C_. dimensicns-

, , we
gigkeit gemdf -F T2

los ist.

Cp, ist die bestimmende Modellkonstante. Fiir sie wird im Kapitel 3.2.2 mit
Hilfe der Theorie isotroper Turbulenz eine Bestimmungsgleichung abgeleitet.
JF ist die Maschenoberfliche (siehe Abb. 2). Uber sie wird die Maschennetz-
anisotropie beriicksichtigt. JE' ist die Energie der durch das Maschennetz
nicht aufgeldsten Geschwindigkeitsschwankungen. Berechnet wird diese Energie
aus einer zusdtzlichen Transportgleichung (siehe Kap. 3.4) fiir 'E' mit

Hilfe des Faktors jC5, der von Schumann / 1973a, 1975a_/ iiber die Theorie

isotroper Turbulenz berechnet wurde:
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i .
o= %

JCT ist ein reiner Geometriefaktor von der GrSBenordnung eins. Er wird in

Analogie zu dem Faktor e des Impulsfeinstrukturmodells z-Schumann 19?53_7

(3-10)

eingefiihrt. Durch den Faktor JC soll beriicksichtigt werden, daR der turbu-
lente Wirmestrom Ju' T' wegen (3 -8) tber 6j(jT;<jE>) vongjxj abh&ngig
ist und diese Abhdng1gke1t wegen der Definition als Flichenmittelwert JSF
nicht haben diirfte. Eine Mdglichkeit, dies zu korrigieren, wird in dem zu

. ;J‘ff_) > <(«w)> .
TG (2D

(Kerrekterweise sollte hier wegen (3-8, 9) aus dem rechtsstehenden Teil von

JC (ebenso bei JC) die Quadratwurzel gezogen werden. Da dies aber ohnehin
nur eine NZherung ist und numerische Tests keinen nennenswerten EinfluB
zeigten, wird in Konsistenz mit den fritheren Arbeiten die Form (3-11) bei-
behalten.)

Der Faktor jCT ist mit den mathematischen Hilfsmitteln der Theorie isotroper

Turbulenz ohne empirische Unterstiitzung zu berechnen.

Das SchlieBungsproblem beziiglich der drei isotropen Temperaturleitzahlen Jat
hat sich damit reduziert auf die Bestimmung nur einer Konstanten CTZ’ die
empirische Informatiomen beinhaltet. Die SchlieBung der Transportgleichung

fiir YET erfolgkt ehenfalls thecretisch liher die Theorie isotroper Turhulenz,

nit Unterstiitzung durch empirisch gewonnene Informationen.

3.2.1.3 Inhcmogenes Feinstrukturmodell

Bedeutende Inhomogenititen, die sich bis in die Feinstruktur auswirken kdn-
nen, treten bhei den betrachteten Xanalstrdmungen nur in der x3—Richtung auf,
da nur in dieser Richtung die Gradienten ﬁjc T> wesentlich von Null ver-

schieden sind. Das bedeutet, daB gilt:
a_ = 0 fir j =1,2. (3-123

Der Einfachheit halber soll hietr kein hSheres Turbulenzmodell mit zusitzlichen
Transportgleichungen gewidhlt werden, sondern ein einfaches "Null-Gleichungs-

modell™ [—Launder, Spalding 19?2_7, das sich in Kanalstrdmungen bewdhrt hat
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und zudem auch die Abhi#ngigkeit von der molekularen Prandtl-Zahl beinhaltet.
Es wird unter Zugrundelegung des Mischungswegmodells von Cebeci 1-19?3_7
mit der Prandtl-Zahl-Abhingigkeit nach Na und Habib £_1973_7 folgender An-

satz fiir die inhomogene Temperaturleitzahl Ja: gewshlt:

4 = G 44 16CEY] 4, (K)

Darin ist 63j das Kronecker—-Delta, 1 der Mischungsweg fiir Impuls und 1H der
Mischungsweg fiir Temperatur. fH(hn) ist eine Dimpfungsfunktion. Sie mul die
Abh3ngigkeit won Ja: von der Maschennetzauflisung beinhalten. Eine solche

Didmpfungsfunktion wird im Abschmitt 3.2.3 bestimmt.

Fiir den Impulsmischungsweg 1 wird die parabelfSrmige Verteilung von Nikuradse
angesetzt, die sowohl fiir glatte, als auch rauhe Winde giiltig ist
[ Nikuradse 1932, 1933_/.
A
2= V(o < aos(4-3)- goefa-L))  ew
) Y 4
Darin ist ¥ die Profillinge (Abstand Wand~Geschwindigkeitsmaximum) und v
der Wandabstand. Dieser Ansatz entspricht bef y gegen Null dem Prandtl'schen

Mischungsweg 1' =k« y mit der Karman-Xonstanten

W = O¢ (3-15)

Die in unmittelbarer Wandnihe zu groRem 1'-Werte werden nach van Driest
1_1956_7 korrigiert, wobei hier die wirkliche Schubspannungsverteilung be-

riicksichtigt wird / Launder, Priddin 1973_7.

£ = ff (/ + ./(E) _vx{;{—— Y+'Z-M/z/4w(5)}) (3-16)

Die Faktoren f£(E) und AW(E) wurden flir allgemeine Rauhigkeiten durch Ver-
gleich mit dem logarithmischen Geschwindigkeitsprofil / Jayatilleke 1969 7
wr =L b (v ERY)) 317
abgeleitet z_Gratzbach 1974_7 (y+ = ;-ST/$ = y<Re, ist der dimensionslose
Wandabstand und h' = a-ans - h-ReT die charakteristische dimensionslose
Rayhigkeitshshe):

F(EY = - | fir E > 0,59 (3-18)
+ 1 fiir E < 0,59

AW(E) siehe Abb. 4.
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Der Vorzeichenwechsel in (3-18) erfolgt genau bei der Rauhigkeit, bei der
der Mischungsweg nach van Driest in Wandnihe so weit vergroBert wurde, daf
er mit dem Prandtl'schen Mischungsweg iibereinstimmt. Die Funktion E(h+)
ist abhingig von der Rauhigkeitsgeometrie. Fiir Sandrauhigkeiten kann sie
aus den Messungen von Nikuradse 1_1933_7 berechnet bzw. approximiert wer-

den durch / Gritzbach 1974_/:

9,025 0<h' < 5
E(h’) = 41,35/0%°%%° 5 < p* < 16 (3-19)
15,8 /nt 12318 16 < vt < 70
30,03/n" 70 < b

Fiir den Temperaturmischungsweg 1, wird hier ebenfalls die Verteilung von

H
Nikuradse nach (3-14) benutzt und entsprechend der fiir Temperaturprofile

giiltigen "Karman"-Konstanten ¥, korrigiert:

H
£ }/ §; ) X, /K (3-20)

ist die Profillinge des Temperaturprofiles. Fiir Ky wird der aus der Lite-

¢
ty
A
’t
raturiibersicht der logarithmischen Temperaturprofile im Anhang 2 gewonnene

L

Wert benutzt:

kg = 0,465 (3-21)

Die der vagn Driest'schen Dimpfungsfunktion #quivalente Beziehung lautet nach
g

Cebeci / 1973_7:

¢ t e Ty
¢, = ¢, (// - &-:p{- Y I /&(P-r)}) (3-22)
Fiir die von der Prandtl-Zahl abhingige GroBe Bw(Pr) geben Na und Habib

5_19?3_7 die folgende empirisch gewonnene Beziehung an:

Eiw ( B,) E%i CTQ (-ééﬁm fzr)zﬂJ (3-23)

mit den Konstanten C, = 34,96, C, = 28,79, Cy = 33,95, €, = 6,33 und

C. ==1,186. Eine Abhi#ngigkeit von 1H von der Rauhigkeit k' wurde nicht ein-

1!

5
gefithrt, da zum einen selbst bei Sandrauhigkeiten deren EinfluB auf die

Temperaturprofile nicht eindeutig gekldrt ist (siehe Anhang 2, Abb. 6) und
zum anderen die Beriicksichtigung von ht iber 1 alleine bein derzeitigen Stand
des Wissens durchaus ausreichend erscheint. Der Fehler, der hierdurch even-

tuell gemacht wird, ist von untergeordneter Bedeutung, da es sich ja
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lediglich um ein Feinstrukturmodell handelt und, je nach MaschennetzauflSsungs—
vermégen, ohnehin der iiberwiegende Widrmeaustausch in der aufgeldsten Grab-

struktur stattfindet.

Das SchlieBungsproblem beziiglich der inhomogenen FeinstrukturwirmestrSme hat
sich nach dem Einfilhren aller Ansitze reduziert auf die Bestimmung von nur
einer empirisch abzusichernden Funktion fH(hn), die die Maschennetzabhingig-
keit berlicksichtigt. Von den Ansidtzen zum isotropen Anteil verbleiben die
Probleme, theoretisch eine Bestimmungsgleichung £iir CTZ und eine Transport-
gleichung fiir die Feinstrukturenergie zbzuleiten und SchlieRungsannahmen

fiir diese einzufiihren.

3.2.2 Berechnung der Konstanten im isotropen Modell

Im Kapitel 3.2.]1 wurden zlle wesentlichen Annahmen zur SchlieBung der Tempe-
raturglieichung zusammengestellt. In diesem Kapitel werden unter Zuhilfenahme
der Theorie isotroper Turbulenz die Modellkonstanten des isotropen Modells
bestimmt. Dazu wird zundchst aus der Erhaltungsgleichung fiir Temperatur-
schwankungsguadrate in der Feinstruktur eine Bestimmungsgleichung fiir CT2
hergeleitet. Die darin vorkommenden Zweipunktekorrelationen werden an-
schlieRBend mit den mathematischen Hilfsmitteln der Theorie isotroper Turbu-~
lenz aus den Energiespektren der Temperaturschwankungen berechnet. Empirische
Angaben flieBen hier nur insofern ein, als Angaben iiber den Verlauf der

Energiespektren im fiir Lokalisotropie maRgeblichen Bereich erforderlich sind.

3.2.2.1 Bestimmungsgleichung fiir die isotrope Modellkenstante

Zu einer Bestimmungsgleichung fiir die Konstante C_, des isotropen Feinstruk-

turmodells kommt man, wenn man den isotropen Ante?% des Ansatzes (3-8) zu-
sammen mit dem Ansatz (3-9) des Temperaturfeinstrukturmodells in die Er-
haltungsgleichung fir den isotropen Anteil der Temperaturschwankungsquadrate
innerhalb der Feinstruktur einsetzt. Im Anhang 3 wird die Transportgleichung
fiir die Temperaturschwankungsquadrate in der Feinstruktur hergeleitet. Das

Ergebnis lautet (A3-9):
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(3-24)

Ve - —- 4
+a g;z’ <§a?T - Emp

Diese Gleichung ist allgemein giiltig, also auch fiir den isotropen Anteil der
Temperaturfluktuaticnen. (Ein entsprechender Beweis wurde von Schumann
5_19?3a_7 am Beispiel der Impulstransportgleichungen gefithrt.) In diesem
Falle ist der Produktionsterm dieser Gleichung aus dem isotropen Anteil des

Feinstrukturmodells (3-8, 9) berechenbar:

r ¥ f___ :_...ﬂ’ '
TTOLT = ey, (’F"E’)‘Vlcg.‘r JJF'T: (3-25)

Mittelt man (3-24) zusammen mit (3-25) {iber der Zeit oder iber Ensemble und
tiber das gesamte Kanalvelumen, dann verschwinden die diffusiven und kon-

vektiven Terme und man erhilt

1 — V— Tar g
<C‘Fz, JC}- (JFJEr F":.(SJ,"T Cg,a; > 2= < {r’k>—<lﬁ%‘?;— 6;{> (3-26)

Die Konstante Cro ist in dem betrachteten isotropen Feld zeitunabhiingig. Da-
her kann (3-26)} nach CT2 aufgeldst werden. Die Bestimmungsgleichung fiir CT2

ist dann:

— , 3
Gy - CE4T 47D
Gopret 77 557

Die Mehrfachkorrelationen zwischen JE‘ und JT im Nenner wvon CT2 sind mit der

Cra

(3-27)

Theorie isotroper Turbulenz nur mit erheblichem Aufwand und zus#tzlicher
empirischer Information berechenbar. Um dies zu umgehen, wird der Nenner
in zwei Teile aufgespalten und zur Beriicksichtigung des eventuell hierdurch

eingefiihrten Fehlers der Korrekturfaktor H& eingefiihrt,
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. —7-dr ﬂL'
b— T 1
.. .S &m) - (@ 7 47) (3-28)
72 v, Qe raEiE <J‘A“*& ga >
Wegen Jh71/2> z <JE >1/2 wird angenommen, daf der Faktor Yp nur gering~

fligig gréBer als eins ist.

3.2.2.2  Berechnung der Korrelationen ridumlich gemittelter Feldgrtfen

bei Lokalisotropie

Bevor die in CT2 und JCT vorkommenden Auto- bzw. Zweipunktekorrelationen mit
den Hilfsmitteln der Theorie isctroper Turbulenz berechnet werden, wird eime
" . . e . s zZ .
verkiirzte Schreibweise fiir die "Deformationstemperaturquadrate" iDT einge-

filhrt. Aus jCT nach (3-11) wird:
:fé < DTa ,> <(ﬁ"le)>
mit

<4Dr1’> =< ( S;ETI:)1> (3-30)

und aus C T2 nach (3-28) wird unter zus#itzlicher Beriicksichtigung der zeit-

(3-29)

lichen Konstanz won JCT und JF

< 5T*’/z> - & <2.‘Dr:>

C- = — : (3-31)
2 de Ve LaETNT2 2
W = EY DT«?'>
mit '
{, 0ty = K4 3'."7_:3 I > (3-32)
2 - Ta' - : f 4
Die Aufgabe dieses Abschnittes ist es, Gleichungen fiir die beiden <.D 2>

i’Ty
bereitszustellen. Dies soll ausfiihrlich am Beispiel von <1DTj2> nach (3-32}

gezeigt werden.

Dieser Zeitmittelwert ist zundchst unbekannt, er kann jedoch durch Ausschrei-
ben der Differenzenformeln auf 2-Punkte-Korrelationen zuriickgefiihrt werden,
Die fiir ein isotropes Maschennetz ausgeschriebene Differenzenform heift

mit (2-34) und (3-4) fir j = 1:
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<, Dm <.2(ax J* {T(x,fax,,, Xz XS) (x#' " KS) (3-33)
",'4‘7:_(?(»? . Ko, K}}_J-;_‘(x‘f-dx‘“xzrx3)}
'{??:(;}4J%§Q_X}JX5)‘—:T?:(;}- %?:jfzfxﬁ)if

Bei isotroper Turbulenz sind alle statistischen Mittelwerte unabhingig von
den betrachteten Orten x. Sie hdngen nur von den Abstandsvektoren Ax ab und
sind richtungsunabhdngig (A4-33, Anhang 4). Damit wird 2D2Tl nach dem Aus-—

multiplizieren:

<z. D‘:> (Ax )z_ [<4?+— (2_ 48Xy, 4 0)> CT" (‘“* 0, b)>} (3-34)

Die hier auftretenden zeitlichen Mittelwerte von Zweipunktekorrelationen von

Flichemmittelwerten zweier Temperaturen an verschiedenen Orten
¢ _ —_—
K ( r, T, F, 3' Ax) < {x '7 ()(+ AK (3-35)

kénnen mit der von Uberci und Kovasznay 1—1952_7 abgeleiteten Volumen-
korrelationsmethode berechnet werden, wobei die hier notwendigen Vierfach-
integrale durch Einfiihren formal integrierbarer Gewichtsfunktionen auf Zwei-

fachintegrale reduziert werden:

R(T,Tl"‘f—*,i#,éz)’%,;; ,f[/]ﬁ’ﬁ (!—g-&()df‘é’)ﬂ(p‘é_)
Jf 424 (T) R (2-ax) oLF(T)

E?ijﬁi—) ist das Fldchenintegral der Gewichtsfunktionen K, und Kj der beiden

(3-36)

Flichen:

G (2) = J K20 K, (¥+2) el FY) —

Dieses Integral kann bei geradlinigen orthogonalen Maschennetzen mit den
Maschenweiten h analytisch berechnet werden., Nach Schumann [_19?33, 19?5&_7

ist es bei gleich orientierten Flidchen (i=j=l1}:
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)

{

Y, (z) = I - /‘{ak.(f?,ﬁ; *!'f";]) (3-38)

— -

¢=A 4::1

Bei lokalisotroper Turbulenz, nur fiir diese wird wegen (3-7) das isotrope
Feinstrukturmodell benutzt, ist Rpm in (3-36) aus dem Energiespektrum ET(k)
der Temperaturschwankungen durch inverse Fourier-Transformation berechenbar
(siehe Anhang 4). Diese Spektren gehorchen bei hohen Reynolds-Zahlen iiber
einen weiten Wellenzahlenbereich einem dem bekannten Kelmogorov-Spektrum
(siehe Anhang 4) analogen Gesetz, das von Obukhov [—19&9_7 und Corrsin

1_19513_7 angegeben wurde:

—fz =S
E. (k) = B e y<ey Tl (3-39)

k ist die Wellenzahl. $ie kann nach der Taylor'schen Hypothese Z_Taylor 1935_?

It

A
aus der Frequenz n berechnet werden:

o ~

k= &D = 2}?’02, §/<A24> ' (3-40)

f ist eine empirisch zu bestimmende Konstante. Nach der Literaturiibersicht

in Tab. 4 wird der Wert

gewdhlt. ¢ ist die Dissipation fiir die Schwankungsenergie uEZKZ und Ep

ist die "Dissipation" fiir die Temperaturschwankungsquadrate 717,

Die Einschrdnkung der Giiltigkeit von (3-39) auf hohe Reynolds-Zahlen ist,
wie die Erfahrung zeigt, bei der Berechnung der Feinstrukturkonstanten CT2
nicht ven praktischer Bedeutung, da beli abnehmender Reynolds-Zahl die Ver-
armung der Spektren an hohen Wellenzahlen 2zu einer Verringerung des zu
simulierenden Feinstrukturanteiles fiihrt und eine solche Verringerung aber

schon durch die Benutzung der Gleichung (3-24) iiber a = t,'R(-zT«Pr)_I in CT2
eingeflossen ist. Ein Hhnliches Verhalten des Impulsfeinstrukturmodells

wird im Anhang 5 diskutiert.

Mit dem Kolmogorov-Spektrum fiir Temperaturschwankungen nach {3-39) kann nun
die Zweipunktekorrelation Ry nach Anhang 4 berechnet werden. Als Ergebnis

erhdlt man (A4-32);:

Ry () = Ry (c) = '—zio T_TF/—”)K‘;<G><5>_%T2/3 (3-42)
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Setzt man diese Beziehung zusammen mit dem Fldehenintegral (3-38) in (3-36)
ein und normiert 2lle vorkommenden Lingen auf die charakteristische Maschen-

weite h nach (3-5), damn kann die Flichenkorrelation

CF5 (0%, 0,0)> = Roy (0) = 2 Ts) 360465 A prlan, B, 4, )34

berechnet werden durch numerische Auswertung des Zweifachintegrales:

he
¢ 2 P Y
Dr¥(dw4,g-;‘,i3)=’{_i_g'? [[(gzvztzl)(é'}_-l Zfs’)(d)(f‘* sz{_ ‘31) MC?,"/& (3-44)
L W B
Fiir < U2 > prhilt man letztlich wegen (3-34):

27 T1
# -
D 7 24 (3-45)

o Bly = 5 THh) RLEXES

mit

DTZ, (A,() {DT zéx.,zf ZZ) DT (“’ %hﬂ )} (3-46)

Die beiden {ibrigen Summanden wvon <2DT > kénnen hieraus durch Rotation des

Koordinatensystems, d.h. durch entsprechendes Vertauschen der Indizes be-

rechnet werden.

2.
(IDT-], >3

Mit derselben Methode werdenm auch die <IDTj2> aus den Maschennetzanisotropie-
korrekturfaktoren JcT berechnet. Fiir die hierbei bendtigte Formulierung

von <DT2> erhilt man mit (3-43, 44)

2y = LT - 7 {ﬁ?(@» G (ax1)0)

(3-47)
2 F(%)ﬂ(frxﬁj%ﬁg o7

D T//,! = (di )‘2. {DT *ﬂd){m 43,43) = D/_*(fj, é’z, g; ) } (3-483}

Beide Formulierungen fir <DTj2> zelgen wegen

/2 z
2 £, L7 —#/3
b > o~ B o e = V4 (3-49)
t r
d (axy) 4
eine Zunahme des Grobstrukturanteils bei abpehmender Maschenweite h gemi#B
=413
h .
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In Tabelle 5 sind fiir ein isotropes Netz und fiir einen Ringspalt numerische

Ergebnisse fir

pr4 = JZ D4y
und 4 (3-50)

"

DT 2 2 D72y

angegeben. Dig Formulierung DT2Z ist wegen der zusdtzlichen Mittelung iiber
Nachbarmaschen weniger stark an die Vorgidnge am betrachteten Ort gebunden
und hat daher einen geringeren Wert als DIl. Wegen der Mittelung zeigt sie
eine relativ geringere Empfindlichkeit gegeniiber Deformationen der betrach-
teten Maschen. Der Abfall der Werte beider Formulierungen mit Zunehmendem
Radius ist physikalisch verifizierbar, denn mit zunehmendem Radius werden die
Fldchen J.1:', Uber die die Temperaturschwankungen gemittelt werden, und die
Abstandsvektoren éEj der Zwe%punktekorrelationen gréRer. Beides bewirkt,
daB die Gradienten der iiber 9F gemittelten Schwankungsfelder kleiner wer-
den. Fiir sehr grofe jF und ézj verschwinden die Schwankungen ginzlich und

die Gradienten werdenr zu Null,

<jE_'> :

Nachdem <2DT 2> berechnet werden kann, fehlt zur Berechnung von C T2 ledig-

lich die Beschreibung von <JE >, Die LOsung hierfir wird von Schumann

i 1973a, 1975a_/ iibernommen :

GE > = ol TI1) 2o <65 K™ enemsz(y)
ik, (3-51)

ENERG2 (f=4) = Uf(ﬁbc)(g NG T BT T

Hierin ist o die Kolmogorov-Konstante aus dem Energiespektrum der Geschwin-

digkeitsschwankungen (siehe Anhang 4):

E(L) = o <£>7* %_5/3 (3-52)

Fiir o wird gemdB der Literaturiibersicht in Tab. 4 der Wert
a = 1,5 (3-53)

benutzt.
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3.2.2.3 Berechnung der Feinstrukturkonstanten

Die im letzten Abschnitt fiir Lokalisotropie berechneten Deformationstempera-
turquadrate <iDTj2) ermdglichen es, die Feinstrukturkonstanten JCT und Cpy

aus den Bestimmungsgleichungen (3-29) und (3-31) zu berechnen.

Einsetzen von <D 2, nach (3-47,48) in die JCT-Definitionsgleichung (3-29)

Tj
und Beriicksichtigung der Isotrcpie des Temperaturschwankungsfeldes nach

Anhang 4, Gleichung (A4-13) liefert das Ergebnis:

?jr = (§ pTA, /17743' ) (///3) (3-54)

£=4
Die von der Physik abhdngigen Gr&#len o, B, £ und € kiirzen sich heraus. Die

]CT sind einzig von der Geometrie des Maschennetzes abhdngig.

Beriicksichtigt man beim Einsetzen von <2DTj2> nach {(3-45,46} und <JE'> nach

{(3-51) in CT2

auf die Maschenweite h und die unterschiedlichen Definitionen der Dissipa-

nach (3-31) die Normierung aller Lingen, also auch bei Jr,

tion der Temperaturschwankungen (A4-24), dann erhilt man fiir Coyt
Yutls ;=¥ - 2 .

A-pETA) LS E 5 Dray

B 2 # . ‘. '

’JT’/goﬁ (525 Tﬁ/z.)) 3_% [32} DTZa- (7. ENERG2Z (3))""2]

Die Dissipationen £ und £ kiirzen sich, bis im Subtrahenden im Zihler, her-
-1/3

(3-55)

T2

aus. Dort tritt noch <e> als einzige Unbekannte in dieser Gleichung auf.

Um abzuschdtzen, mit welcher Sorgfalt (= Aufwand) die Dissipation "modelliert™

werden muf, wird die GréB8enordnung des Subtrahenden im Zihler bestimmt. Darin

~4/3 _~1/3, v

< a = ¢ wesentlich von eins ver-

sind als einzige GrdBen nur h
schieden. Beli den in dieser Arbeit verwirklichten Maschemmetzen mit

h = 1/8 - 1/16 und Reynolds-Zahlen Re_ > 10°
-2, -1/3

ist C bei Pr = 1 wvon der

. v . N
< . Fiir "<e> kann man die Grifenordnung aus

GroRenordnung C = 10
der Gesamtenergiegleichung abschitzen [-Schumann 19733_7. Man erhilt fiir

den Mittelwert iliber das gesamte Kanalwvolumen:

2'5> ~ 2 X.a> (3-56)
1/3

d.h., wegen v<u]> = 20 ~ 25 (siehe Kapitel &) ist ces von der GrdRen-
ordnung 1 bis IO_I. Damit ist der Subtrahend im ZZhler von CTZ (3-55) gegen-
ilber 1/2 zu vernachlissigen, bzw. es kann die grobe Niherung (3-56) benutzt

werden. (Benutzt wird 3-58.) Somit enthdlt CT2 in allen Fdllen, in denen
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das Temperaturfeinstrukturmodell relevant ist, an physikalischen GrdBen nur
die experimentell zu bestimmende Kolmogorov-Konstante o und die Batchelor—
Konstante f. Die {ibrigen Gréfen hingen nur von der Geometrie ab und sind

exakt berechenbar.

Bei kleinen Prandtl-Zahlen und gleichzeitig kleinen Maschen und kleinen

Reynolds-Zahlen ist (3-56) nicht mehr verwendbar, demn z.B. bei Pr = 10—2

a>_l;3 und damit durchaus mit 1/2 vergleich-

{h, ReT wie oben) wird C =1 - <
bar. D.h. bei kleinen Prandtl-Zahlen scllte die starke Wandahstandsabhin-
gigkeit der Dissipation berlicksichtigt werden. Aber auch hier gilt, daB
die Dissipation nicht mit hoher Exaktheit beschrieben werden muB, da in
diesem Fall Cp, gegen Null geht (1/2 - 1_10"]

der Energiespektren ET(k) an hohen Wellenzahlen (Abb. 7} bewirkt wird.

_?), was durch die Verarmung

Man ist damit an der Gremze, an der alle Temperaturschwankungen durch das
Maschennetz aufgelSst werden und an der das Feinstrukturmocdell nichts

mehr 2zu simulieren braucht.

Eine recht gute und dennoch einfache Ndherung fiir <e> erhilt man aus der
stationdren Energiegleichung {2-29) unter Vernachlissigung der kenvektiven
und diffusiven Terme, d.h, aus der Bilanz: Produktion = Dissipation.
F)
. i ’ PR
E D> — Ly Ay > XLy (3-57)
Dx

Das Einfiihren des Prandtl’'schen Mischungswegmodells und die Berechnung des

U

Gradienten von <u;> aus dem logarithmischen Geschwindigkeitsprofil (3-17)

fithrt zu der L&sung:
_ ) -
?r_\___@‘“)/ = % \/I (3-58)
X

<ey = & |5

€ ist die Karman-Konstante (3-15) und v der Wandabstand.

Die Einfiithrung der wandabstandsabhingigen Dissipation nach (3-58) in CT2

nach (3-55) widerspricht nicht der Voraussetzung, daB C_, nur den isotropen

Anteil der Temperaturschwankungen beriicksichtigen soll,Tsenn eben dieser
ist wegen der festen Auflésungsgrenze kNetz nach (A4-17)} durch die Abhin-
gigkeit der GriRe von <T'2> vom Wandabstand ebenso vom Wandabstand abhin-
gig. (3-58) fiihrt speziell bei kleinen Peclet-Zahlen iliberhaupt erst zu dem
physikalisch sinnvollen Ergebuis, daB in Wandnihe, wo <> und <T'2> groR

sind, C., grofer Null wird, und in Eanalmitte durch kleine <g> 2zu Null

T2
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werden kann, weill auch dort die <T'2> klein sind und entsprechend weniger im

Wellenzahlenbereich ausgedehnt sind.

Mit diesem Kapitel ist der theoretische Teil des SchlieBungsproblems fiir das
isotrope Temperaturfeinstrukturmodell abgeschlossen. Der Faktor jCT konnte
auf theoretischem Wege gefunden werden. Er ist ein reimer Geometriefaktor.
Die Konstante CT2 konnte nur unter Zuhilfenahme einiger, wenn auch unwe-
sentlicher Annahmen berechnet werden, die sich durch das Auftreten des
Korrekturfaktors Tt duBern. T ist von der GrdBenordnung eins. Sein exakter

Wert muB numero-empirisch ermittelt werden.C ist ein gemischter, geome—

T2
trisch-physikalischer Faktor, gekemnzeichmet durch die einzig relevanten

empirischen Konstanten o und B (3-53,41).

3.2.2.4 Numerische Ergebnisse fiir die Temperaturfeinstrukturkonstanten

Je

Die mit den in Tab. 5 angegebenen DTi-Ergebnissen und den entsprechenden
Teilergebnissen Dle berechneten Feinstrukturkonstanten J'CT sind in Tabelle &
angegeben. Bei isotropem Maschennetz sind keine Korrekturen erfoxderlich;
alle jC sind = 1. Beim Ringspaltmaschennetz zeigen die jCT ein unterschied-

T
liches Verhalten: 1C ist gréBer 1 und hat seinen Maximalwert an detr Innen-—

wand. Nach auBen hinTnimmt es ab. ch ist an der Innenwand nur kaum grifier
als ! und steigt nach auBen hin stark an und 3CT ist kleiner als 1 und
sinkt zur AuBenwand hin weiter ab. DaR 2CT am stdrksten vom Radius abhingt
ist offensichtlich ein Zeichen dafiir, daB die VergrdBerung des Abstandsvek-
tors éEj' {iber den die Cradienten gebi%det werden, stdrkeren EinfluB hat
als die Znderung der Mittelungsfliche Jr, die die Anderungen in 1CT und

3cT bewirkt.

Crot

Fiir die Berechnung der Konstanten CTz_mﬁssen die experimentell zu ermitteln-
den Konstanten o und R bekannt sein. Fiir diese werden nach (A4-21) und
(A4-26) die Werte oo = 1,5 und B = 1,3 benutzt., Die damit berechneten CTZ-
Werte sind fir Pr = | und Re = 240 000 ebenfalls in Tab. 6 eingetragen.

Sie zeigen kaum eine Abhingigkeit vom Maschennetz und haben Werte von 0,18
bei isotropem Netz bis 0,17 an der AuBenwand des Ringspaltes. Die Wandab-
standsabhiingigkeit von <g> hat praktisch keinen EinfluB auf den Verlauf

von CTZ'
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Anders verhdlt sich das zweite Beispiel fiir CT2 in Tabelle 6, das fiir

Re = 70 000 und Pr = 0,02 (fliissiges Quecksilber) fiir denselben, jedoch in
T-Richtung (xz) um den Faktor 3 besser aufgel&sten Ringapalt berechnet
wurde. Hier wird CTZ durch den Subtrahenden im Zihler von (3-55) bestimmt.
Die ortsabhidngige Dissipation bewirkt den Anstieg von CT2 zu den Winden hin,

entsprechend der Zunahme des Feinstrukturanteils der Temperaturschwankungen,

und die h-4/3—Abh5ngigkeit bewirkt entsprechend der schlechteren Aufl&sung
an der AuBenwand den gegeniiber der Innenwand hSheren CTz-Wert an der AuBen-
wand .

Frisest

Zusammen mit dem im Kapitel 3.3 darzustellenden iberarbeiteten Impulsfein-
strukturmodell von Schumann / 1973a, 1975a_/ und der dort vorkommenden, zu
CT2 analogen Konstanten c, (3-80) kann eine turbulente Prandtl-Zahl PrtSGS
fiir den isotropen Feinstrukturanteil definiert werden (SGS = sub=-grid scale):

Frises = (< Eu 2/ <&,y >2¢as = G /C.” 3739
Sm,H sind die turbulenten AustauschgrdBen fiir Impuls und Wirme. PrtSGS ist
beim isotropen Netz (siehe Tab. 6) ca. 0,41 und steigt beim Ringspalt mit
PeT = IO4 von innen nach auBen auf ca. 0,50 an. Dieser Anstieg verliuft
parallel zur VergriBerung der Maschen und gibt damit die Tendenz wieder,
daB bei grdBer werdenden Maschen wegen des Crenziiberganges der direkten
numerischen Simulation zum statistischen Turbulenzmodell sich die turbu-
lente Prandtl-Zahl der Feinstruktur derjenigen der Grebstruktur (bei Pr = |
ist Prt = 0,7 - 0,9 / z.B. Kader, Yaglom.l??Z_?) anndhert.

Fir den Fall des Fliissigmetalls ist bei PeT = 70 wegen der sehr guten Auf-
16sung und wegen €y, nahe Null die turbulente Prandtl-Zahl der Feinstruktur
in Kanalmitte sehr groB8. Aus demselben Grund zeigt es an der AuBemwand

noch nicht den Ubergang zum Grobstrukturwert Prt = i_Dwyer u.a. 1976_7.

Zum Vergleich geeignete Werte fiir PrtSGS liegen bisher nur fiir molekulare
Prandtl-Zahlen um eins vor. So hat Kraichnan 1_1966_7 theoretisch einen
Wert von 0,12 abgeleitet. Dieser Wert muB als viel zu klein angesehen wer-
den, da Kraichnan von seinem viel zu klein errechneten Wert g = 0,208
(Tab. 4) ausgegangen ist. Deardorff 1_19?1_7 hat fiir seine Rechnungen den

Wert Pr geg = 1/3 = 0,33 verwendet. Er kam zu dem Ergebnis, daB 1/3 zu
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klein ist, aber 1/2 auch schon zu groB. Diese Aussagen kinnen jedoch ent-
scheidend durch den von Deardorff verwendeten Ansatz beeinfluBt worden sein,
bel dem zur Berechnung des turbulenten Transportes in der Feinstruktur die
Gradienten des gesamten Feldes und nicht die um die Gradienten des zeitlich
gemittelten Feldes reduzierten Gradienten des Grobstrukturfeldes benutzt
werden. 1972 berichtete er zhnlich / Fox, Deardorff 1972_]/, daB nimlich

P 1/3 zwar zu klein sei, daR er aber aus modellspezifischen Griinden

r =
kezigi wesentlich von 1/3 verschiedenen Wert verwenden k&nne. 1973 legte
Deardorff / 1973b_/ dann bei Rechnungen mit einem 15-Gleichungen-Modell
dutch die Wahl der Konstanten indirekt einen Wert PrtSGS = 0,4 zugrunde

und erreichte damit bessere Ubereinstimmung mit MeBwerten. Wie man fiir
isotrope Turbulenz aus den Spektren der Geschwindigkeits— und Temperatur-—
schwankungen im Trigheitsbereich filir die Feinstruktur eine turbulente
Prandti-Zahl ableitet, zeigte Schumann [_Schumann 1973¢, Griotzbach, Lircher,
Schumann 19?4_7. Korrigiert man seine Abschitzung unter Beachtung von Glei-
chung (A4-16) und fihrt fiir # den Wert 1,3 ein, dann fiihrt das zu

PrtSGS = 0,435.

Insgesant gesehen bestdtigt das hier angegebene und theoretisch abgeleitete
Feinstrukturmodell fiir turbulente Temperaturschwankungen die bisherigen Er~
fahrungswerte fiir die turbulente Prandtl-Zahl der Feimstruktur. Es stellt
allerdings bei der Anwendung auf Kanalstrbmungen, auf anisotrope Maschen-
netze und auf kleine Peclet-Zahlen einen entscheidenden Schritt vorwirts

dar.

3.2.3 Dimpfungsfunktion des inhomogenen Modells

Das inhomogene Feinstrukturmodell nach Kapitel 3.2.1.3 enthi#lt als einzige
Unbekannte die DEmpfungsfunktion fH(hn), {siehe (3-13)). Diese Funktion hat
zwei Aufgaben zu erfiillen: Zum einen muf sie die bestimmende Modellkonstante
beinhalten, die angibt, welcher Anteil des gesamten turbulenten Wirmestroms
BGT;ET durch diesen Modellanteil simuliert werden muf, und zum anderen muB
sie angeben, wie dieser Anteil vom Aufldsungsvermdgen ij in den drei Ma-

schennetzrichtungen abhingt.
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3.2.3.1 Maschennetzabhangigkeit

Zuniichst zur prinzipiellen Maschennetzabhingigkeit, Man mag die Hoffnung
haben, daf man hierzu einige Angaben dadurch gewinnen kann, daR man die
Methoden des Anhangs 4 hier sinngem#B anwendet und aus den Spektren ET3(k}
der turbulenten Wirmestrtme die Korrelation RT3(r) analog zu (A4-32) berech-
net. Dies fiihrt jedoch aus mehreren, teilweise schwerwiegenden Griinden

nicht zum Ziel. So miiBte man, um {iberhaupt zu berechenbaren Verhdltnissen

zu kommen, z.B. annehmen, daB auf dieses "inhomogene" Modell die theoreti-
schen Hilfsmittel "homogener" Turbulenz angewandt werden diirfen [ﬁz.B. nach
Hinze 19?5_?. Und weiter miifte man dann den Berechnungen selbst bei Prandtl-
Zahlen um eins Wdrmestromenergiespektren ET3 zugrunde legen, die als sehr
unsicher angesehen werden miissen., Man weiB iiber diese Spektren letztlich

nur mit Sicherheit, daB sie steiler als die Energiespektren ET abfallen,
vielleicht ~ k-8/3 oder ~ k_3 i_z.B. nach Bremherst, Bullock 1970,
Freymuth, Uberci 1971, Phelps, Pond 1971, Lawn, White 1972, Kaimal et al.
1972, Wyngard, Cote 1972, Monin, Yaglom 1975_7. Es darf nicht verwundern,
daB gerade fiir diese beiden Steigunmgen die analog zu (A4-10) auszufiihren-—
den Integrale (siehe 3-86) entweder physikalisch nicht verifizierbare oder
aber Uberhaupt keine Ergebnisse liefern, weil die Integrale nicht existent

sind. Dieser Weg wird daher nicht ni#her beschrieben.

Es wird vielmehr der Einfachheit halber angenommen, daB, was durchaus korrekt
sein kann, der inhomeogene Anteil, ebenso wie der isotrope Modellanteil nach

(3-9), mit JFI/Z oder aber mit h wvariiert:
£(h™) ~ b mit n = 1 (3-60)

Die Maschennetzanisotropie wird dann gemi3R folgender Plausibilitiitsiiberle-
gung berlicksichtigt: Der inhomogene turbulente Wirmestrem <3u'3T'> ist das
Ergebnis der Geschwindigkeits- und Temperaturschwankungen innerhalb der

Feinstruktur. Fiir diese wird folgende Proportionalitit

T 3t
Ay~ F (3-61)
)‘(ﬁ 4/3

I'r-?_-.:',' N (SF. AX = V’
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angenommen. FaRt man beide Proportionalititen zusammen und beriicksichtigt

(3-60), dann kann man z.B. den hier verwendeten Ansatz machen:

<3ﬂ_-"3 70> -~ (3.‘: b AX1)4/$ (3-62)
Dieser Ansatz ist beil isotropem Netz identisch mit (3-6Q). Bei anisctropem
Netz zeigt der Ansatz entsprechend der Definition des Widrmestromes als Mit-
telwert liber die Fliche 3F eine starke Abh¥ngigkeit wvon dieser. Er zeigt
aber auch eine Abhingigkeit von A%y, was wegen der Abhingigkeit der Fein-
strukturschwankungen T' = T - YT von allen drei Maschenweiten unbedingt

erforderlich ist.

3.2.3.2 Bestimmung der Modellkonstanten

Geht man von der Maschennetzabhingigkeit (3-62) der Ddmpfungsfunktion fH(hn)
aus, beriicksichtigt dag fH dimensionslos sein muB und beachtet auch die
AbhHngigkeit des inhomogenen Temperaturfeinstrukturmodells iiber den Mischungs-—
weg 1 nach (3-13) vom Geschwindigkeitsfeld, dann kann folgender Ansatz fiir

die Dimpfungsfunktion eingefiihrt werden:

/ " \ 2 z e
?‘{c (h) = Min ( ( m)!/ y Ang Fﬁ,m") (3-63)

Darin ist Cig die Konstante des inhomogenen Impulsfeinstrukturmodells nach
Kapitel 3.3.4, also hier keine freie Konstante, und CTlo die bestimmende

Modellkonstante.

Bei der Formulierung von (3-63) wurde eine Besonderheit des hier gewidhlten
inhomogenen Modells berlicksichtigt, die bei geeigneter Wahl der Normierungs-
fliche Frg eine einfache Abschitzung wvon C]o'CTlo erlaubt. Denn das Modell
unterscheidet sich nach (3-13) nur durch den Faktor fH(h") von dem urspring-
lichen "statistischen Turbulenzmodell" von Cebeci / 1973_7/. D.h. fiir

f (h Y =1 ist der inhomogene turbulente Wirmestrom <3-13573, und damit die
turbulente Wirmeleitzahl 2 tt, so grofll, daB der gesamte turbulente Wirme-
strom durch das inhomogene Mcdell iibernommen wird. Dieser Grenzfall kann

nach dem Ergodentheorem nur dann eintreten, wenn gilt:

— pa—
Ll T'> = < a7 > =2 37 (3-64)
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d.h. wenn die 3F-Flﬁche so groB geworden ist, daB der Mittelwert iiber die

3F—F1§che identisch ist mit dem Zeit- oder Ensemblemittelwert an jeder

Stelle dieser Fliche. Wihlt man jetzt fiir FTo diese Grenzfliche 3F nach

(3-64), dann ist wegen (3-63,64) CIO'CTIO = 1 und FTO kann aus der Kerrela-

o (e ae,) =S Cake) T e e oxs)
e AX ) = ;
3T ax > <,(,l_-_:[x4'3(¢)'7 (X{,xg)>

abgeleitet werden, wenn man amnimmt, daB R3T auBerhalb dieser Fliche den

. . i i .
Wert Null annimmt, d.h. keine Abhingigkeit =zwischen uy und T mehr vorliegt.

tion

(3-65)

Leider ist in Kanalstrimungen R3T nur als f(Axl) iber einen sehr kurzen

Ax,-Bereich bekannt / Bremhorst, Bullock 1970_7, so daB die Grenzfldche F

1 To

nicht bestimmt werden kann.

Eine andere Mdglichkeit F,, zu approximieren ist z.B., die beiden Flichen

zu ermitteln, liber die R3§%Axl, sz) und RTT(axl, ﬂxz) gerade Null werden,
und beide Flichen anschliefend in geeigneter Weise zu FTD zusammenzufassen.
Aber auch dieser Ansatz mufl beim derzeitigen Stand der Kenntnis liber
RTT(axl, sz) in Kanalstrémungen scheitern, da nicht geniigend verallgemei-
nerungsfihige oder konsistente Ergebnisse bekannt sind. Als Beispiele sol-
len hier nur die Ergebnisse fiir Pr > | von Nishihara, Ohtsubo 1-1969_7,
Bobkov u.a. [-1970_7 und Shlanchyauskas 1-1973_7 genannt werden, und fiir
Pr << 1 die Ergebnisse von Fuchs £-19?3_?, Genin u.a. £-1974_7, Sviridov
u.a, / 1975a_/ und Benkert u.a. / 1975_7. Die Ergebnisse beziiglich Ryq miis-
sen auch als unvollstiindig angesehen werden, 2z.B. die nach Comte-Bellot

/71965_7 und Sabot, Comte-Bellot / 1976_7.

Als Notldsung wird hier FTD nicht aus Temperaturkorrelationen bestimmt, son-—
dern aus der nicht ganz relevanten, aber daflir besser bekannten Korrelatioen
R,. der u,-Fluktuationen, 2.B. nach Laufer [_1951_7, Comte-Bellot / 1965_7

11 1
und Lawn 1—1970_7. Nach Comte-Bellot erhilt man:

Fro = d%Xq'4X, < A6 0.8 = 428 (3-66)

Aus diesem Wert ist zu ersehen, daB der Grenzfall des statistischen Turbu-
lenzmodells erst dann erreicht wird, wenn der ganze Kanal durch nur eine
einzige Masche aufgeldst wird, Damit ist die in (3-63) eingefiihrte, fiir die-

sen Fall vorgesehene Minimumfunktion chne praktische Bedeutung.
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Bei der Verwendung der Normierungsfliche nach (3-66) muB man sich vor Augen
halten, daf zum einen nach Comte-Bellot 1_1965_7 Rll iiber groBere Strecken
Ax; korreliert ist als Rgqs was auf einen Wert von C) +Cp, 2 | schliefien
14Rt, und zum anderen, daB dadurch, daB keine Temperaturkorrelationen ver-
wendet werden, keine Abhingigkeit wvon FTCl von der Prandtl-Zahl auftritt.
Das letztere filihrt wegen der Zunahme von FTo mit abnehmender Prandtl-Zahl
nicht zu einer ausreichenden Reduktion des Einflusses des inhomogenen
Medells. Die Reduktion wird in der hier aufgezeigten Formulierung nur durch
Bw(Pr) im thermischen Mischungsweg lH nach (3-22) herbeigefiihrt. Umgangen
werden kann das Problem dadurch, daf dann, wenn CTZ {iber weite Teile des
Kanals den Wert Null annimmt, daB dann auch C = (0 sein muB. In allen ande-

Tla

ren Fillen wird C (ebenso Clo) guf einem festen Wert festgehalten, der

Tlo
durch numerische Experimente ermittelt wird (siehe Kap. 6). Dieses Vorgehen

hat sich bei fast allen bisherigen Rechnungen bewdhrt.

3.3 TImpulsfeinstrukturmodell

In diesem Kapitel wird das SchlieBungsproblem der Impulsgleichungen (2-41)
dutch Einflihren einer iiberarbeiteten und verbesserten Version des Impuls-—
feinstrukturmedells von Schmann / 1973a_/ behoben. Es wird dabei ausdrijck-
lich darauf verzichtet, dieses Madell ausflihrlich herzuleiten und zu begriin-
den, da die Gedankenginge bei der SchlieBung der Temperaturgleichung und

der Impulsgleichungen #quivalent sind, Das Modell wird hier nur insoweit an=-
gegeben, als dies der Vollstindigkeit halber und zum besseren Verstindnis
der Korrekturen und Erweiterungen notwendig ist. Die durchgefiihrten Korrek-
turen betreffen kleinere formale Anderungen der Definitiomsgleichungen
einiger Konstanten und die Beseitigung einiger Inkcnsistenzen., Besonders
letzteres filhrt zu neuen, physikalisch sinnvolleren numerischen Ergebnissen
fiir die Feinstrukturkonstanten. Fiir das inhomogene Medell wird ein neuer
Ansatz eingefiihrt, der besonders bei schlecht aufldsenden Maschennetzen und

rauhen Winden dem Schumann'schen Modell iiberlegen ist.

3.3.1 Ans3tze fiir das Impulsfeinstrukturmodell

Die in den Impulsgieichungen (2-41) unbekannten Oberflichenspannungen J.u'iu.'

J
werden zunichst formal aufgespalten in einen isotropen (I} und in einen

inhomogenen Anteil (II):
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r 4/

=~
j,a ,z( (fft a’r - ( ,d ,a ’ ) </£Qﬂ4'> (3~57)

I A

Fiir beide Anteile wird anschlieBend der Boussinesq-Ansatz eingefiihrt:

Ja"./a'r = “,L;Ja (5%—‘( QE'J-'>) —-‘}a*< D—,J> (3-68)

[

d
mit )
— '_._ 3-—* .
Dltao =3 c{a\r LX{L‘ ~4 ((:' /(':lr (3"69)

Fir die isotrope turbulente Z#higkeit *Ju wird folgender Ansatz vom Typ

des Prandtl'schen Energiemodells benutzt:
;r _ . é|' !‘ 3! JLT 4/2
wo= o, T (FIE) (3-70)

CZ ist die bestimmende Modellkonstante, JC ein Maschennetzgeometriefaktor,
JF die Oberfliche einer Masche, JE' ist die Energie innerhalb der nicht
aufgelssten Feinstruktur. Sie wird nach (3-10) aus 'E' berechnet, fiir das

eine eigene Transportgleichung geldst wird (siehe Kap. 3.4).

Der neue Ansatz fiir die inhomogene turbulente Zihigkeit wird in Abschnitt

3.3.4 beschrieben.

3.3,2  Berechnung der Konstanten im isotropen Modell

Die im isotropen Modell (3-70) auftretenden Renstanten CZ’ ijC und jCS

(nach (3-10)) werden ebenso wie die Konstanten des Temperaturfeinstruktur-
modells mit den mathematischen Hilfsmitteln der Theorie isotroper Turbulenz
berechnet.

JCS—

Der Faktor jC5 kann aus der Definitionsgleichung nach (3~10) durch zeitliche

Mittelwertbildung bestimmt werden:

il

355' = <F> /<»E,—> (3-71)

JE"> und <VET> kdnnen tiber die Autokorrelationen Rii(r) der Geschwindig-
keitsfluktuationen aus dem Kolmogorov=-Spektrum (3-52) nach (3-51) (und deren
Verallgemeinerung) berechnet werden. JC5 erweist sich dabei als reine Geo-

metriegriBe, die nur von der Maschennetzgeometrie abhingig ist.
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Ehenso erweist sich auch der Maschennetzanisotrepiefaktor 1JC, der aus dem-
selben Grund wie JCT nach (3-11) eingeftthrt wurde, als nur vom Maschennetz

abhingig, denn wegen der Definition als Verhiltnis von / Schumann 1975a_/

.t = kS
¢ . wdy 7. <Dr£JL;3‘J> (3-72)
<'!1 ﬁEc‘Jf:f J> < o 3 >

mit dem Deformationsgeschwindigkeitsquadrat

2 Qdc I) (f b _9____3(”“" Q._i _
‘Dt3 (@_ﬁ Txe =< o\ Qxy Yxi (3-73)

und einer der méglichen Differenzendarstellungen

>3z + & @) >(4&)+z<((g‘*)><r (5709

kiirzen sich beim Ausmultiplizieren der Differenzenformeln von Iiﬁ und beim

Einsetzen der Volumenkorrelationen (analog zu (3-36))

ST Fplxra> = R (aa vV, ax)
= [I4, @) Rej(2-22) M2

(3-75)

mit

o et < &5 (0)
R:" ("") —’/ﬁ?] <f> f] (3-76)
4 qT-if /?fq_fﬁ@J {.?&J’

- 1/2
und r = (riri)

die physikalischen Gr&Ben o und <g> heraus. Die zweifache arithmetische

Mittelung in (3-74) folgt aus der Anwendung von (3-73) auf ein "staggered

grid".

Die ausgeschriebenen Differenzenformeln zu (3-74) und die zugehSrigen Volumen-
bzw. Flichenintegrale (3-75) sind bei Schumann / 1973a_7 angegeben. Es muR
allerdings beachtet werden, dak wegen (3-76) und dem bei Schumann angegebe~
nen (A2-40) die Vorzeichen der dort als dQ(DAj und dS(D5) bezeichneten Volu-
menkorrelaticnen zu dndern sind. (Von der Verwendung der dort in Tab. 7 an-
gegebenen Fortran-Funktionen sollte wegen mehrerer Unstimmigkeiten abgese-

hen werden!)
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Fir den differentiellen Teil von “JC nach {3-72) gilt bei isotroper Turbu-
lenz / Hinze 1959 /:

i
< Dragia ) i}
< Dyt > A1 10 <ty

Damit ist es gelungen, die Faktoren 305 und ¢ chne jede empirische Unter~

r

2 /18 1 =g

(3-77)

stiitzung zu berechnen.

&t

Bei der Herleitung der Bestimmungsgleichung fir 02 wird wie bei der Herlei-
tung von Cop, in Kapitel 3.2.2 vorgegangen. D.h., eine Bestimmungsgleichung
fir 02 wird durch Einsetzen des isotrapen Feinstrukturmodells in die Er-
haltungsgleichung fiir die durch das Maschennetz nicht aufgel&ste Energie
VET abgeleitet. Hier wird folgende, von Schumann [-19?33_7 abgeleitete

und hier leicht modifizierte Gleichung benutzt {Mittelung in der Grobstruk-

turdissipation):

4 - (3-78)
' r i
- At .45{(.]1' 3 ALY .

'ﬁ_' VE Ty - P T 4=
i . ——— . ¢ — [ F —_ f' [ ’ ’ }
+ 4 V’BX'J' + Al s AL, Td'x; *‘ﬁ] E "‘;; P |

; ‘ j 9 Ve
| L. 3— -
S8 (G m) ] - 7

Die Bedeutung der Terme wird wie in (A3-9) zugeordnet, d.h. von oben nach

unten gelesen: Zeitliche Anderung = - Konvektion + Produktion + Diffusion
+ Grobstrukturdissipation - Gesamtdissipation. Das Einsetzen des isotropen
Anteils von {3-68) und des Ansatzes {(3-70) in den Produktionsterm von
{3-78) fiihrt nach zeitlicher Mittelung und Mittelung iber das Kanalvolumen
(analog zu (3-26)) auf:
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Wegen der hier nicht berechenbaren Triplekorrelationen im Nemner wird

(3-79)

(3-79) durch Einfiihren des Korrekturfaktors N auf berechenbare Verhiltnisse
vereinfacht. 1§ ist, ehenso wie J& in (3-28), von der GroBe 3} > 1. Die

endgiiltige Formulierung fiir C, igt damit:

C = <£ ? ‘ "' \‘F <»11. B 2> (3-80)
L WEFRCEDY

mit

<,,?_b-2>5<({§‘ﬂ +c )Ja > (3-81)

Der Wert wvon 02 wird {(wie der von CTE im Kapitel 3.2.2.2) mit den Mitteln

der Theorie isctroper Turbulenz berechnet. Dazu werden wieder die Differen-
zenformeln in (3-81) ausgeschrieben und ausmultipligiert und die dabei er-
scheinenden Zweipunktekorrelationen von Flichenmittelwerten (3-75) mit den
Zweipunktekorrelationen fiir Kolmogorov-Spektren (3-76) berechnet. Als Er-
gebnis erhilt man nach Normierung aller Lingen auf die Maschenweite h

(einschlieBlich jF):
(.= Vo T &4 IRO% ) ( = 2, M)
1 "6’ (o(ﬁ(/) ¥ ,f,f(zc)"’f g:{ F t/VERGZ(gJ) foZu}

Die zur Verkirzung der Schreibweise eingefilhrte Gr&ge D12ij enthilt verschie-

(3-82)

dene Volumenintegrale vom Typ {3-753). Sie ist durch (3-81) und (3-78) wie

folgt definiert:
- & . - Yy B >
<'41<Dz> =TT ///g)<f> Z_’ 24 a% ,D/fZL}- (3-83)

Die ausfiihrlichen Differenzenformeln fiir < 2> kénnen, unter demselben Vor-

12°
behalt wie bei <Ijﬁz> , bei Schumann [ 1973a_/ entnommen werden,

Da fiir CZ nach Gleichung (3-82) dasselbe gilt wie fiir €., nach {3-553) im

T2
Falle Pr = |1, d.h., daR der Subtrazhend im Zihler wesentlich kleiner als eins
ist, kann fiir die Dissipation die Approximation nach (3-56) benutzt werden.
Damit enthdlt C2 als einzig relevante empirische Grofe die Kolmoporov-

Konstante o, die nach Tab. 3 recht gut bekannt ist und den Korrekturfaktor T
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von der GréBe T2 1, der durch numerische Experimente nZher ermittelt wer-

den mulB.

3.3.3 Numerische Ergebnisse

Die neuen, durch mumerische Integration der Volumenintegrale ermittelten
Werte fiir <liﬁg} und ¢1352> sind in Tab. 7 fiir zwei Maschennetze zusammen-—
gefait, Beide zeigen, wie auch DTI und DT2, nur eine geringe Empfindlich-
keit gegeniiber Maschennetzdnderungen. Ihr absoluter Wert ist gegenlber den
fritheren Ergebnissen Z_Schumann 1973a, (4—41)_7 auf ca. das 1,3 bzw. 2,9-

fache angestiegemn.

Die VergrRerung von <1252> und d%? hier bei der numerischen Auswertung
konsistente Beriicksichtigung von ¢ im Nenmer von C2 nach (3-82) ergeben
fiir C2 gegeniiber den friiheren Rechnungen kleinere Werte (Tak. 8}. Die Ande-
rungen von C2 um den Faktor 2 bzw. 1,3 sind zwar in bezug auf den theoreti-
schen Wert des Feinsttukturmodells relevant, so hitten z.B. die fritheren
Werte keine vergleichbaren turbulenten Prandtl-Zahlen PrtSGS fiir die Fein-
struktur geliefert (Kap. 3.2.2.4), aber die Anderungen sind nur von geringem
praktischen Wert, da sie lediglich zu einer Reduktion des von Schumaon an-

gegebenen Wertes Y= 3 fiihren (bezogen auf die Niherungsl&sungen).

Welchen EinfluB die ndherungsweise Vertauschung der iiC und ¢ (siehe

Tab, 8) auf die numerisch simulierten Geschwindigkeitsfelder hat, ist schwer
abzuschiitzen. Es muB angenommen werden, daf diese Anderungen nur zu physika-
lisch sinnvolleren Werten fiir die Konstanten fiihren und in der Praxis aber
hiichstens bei sehr stark anisotropen Maschennetzen einen Einfluf zeigen

werden.

Von entscheidender Bedeutung ist dagegen die Verringerung von C20 (3-94)
fiir den Produktionsterm der Feilnstrukturenergiegleichung. Die friiher be—
nutzten Czo—Werte waren um den Faktor 2,2 zu groB. Man kann jetzt durch
die Verringerung von 020 und C, erwarten, daB der Korrekturfaktor ¥y ven
dem bisher unerklirbarem Wert 3 auf einen Wert zwischen | und 2 absinken

Wirdo

Der hier neu angegehbene Feinstrukturkonstantensatz 1#Rt speziell bei schlecht

auflésenden Maschennetzen, d.h. bei starker Abhingigkeit vom Feinstrukturmodell,
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eine wesentliche Anhebung der Qualitit der numerisch simulierten Geschwin-
digkeitsfelder erwarten, insbesondere dann, wenn nicht die Ndherungsid-
sungen fiir die Volumenintegrale benutzt werden, sondern die aufwendigere

numerische Integration.

3.3.4 Der inhomogene Modellanteil

Da bei den betrachteten Kanalstrdmungen die Geschwindigkeitsfelder nur in
der ul—Kﬂmponente und nur in der x3-Richtung stirkere Inhomogenititen auf-

weisen, wird das inhomogene Modell beschrédnkt auf 13u* (aus (3-68)):

6 % . C# A
;1“ = #w v ¢ (3-84)

.
3%3

Der neu eingefiihrte Ansatz, der analog zu (3-13) gemacht wird, beriicksich-

tigt dies:

Lt

id’f‘

0 = § & 018Ky {8

Darin ist aij das Kronecker-Delta, 1 der Mischungsweg nach (3-16,14) und

f£(h™) die die Maschennetzabhingigkeit beriicksichtigende D#mpfungsfunktion.

Fiir den inhomogenen Anteil 13Ux wird der neue Ansatz (3-85) eingefiihrt,
weil der friiher verwendete Ansatz [—Schumann 1973a_7 den Nachteil hat, daB
bei fast allen Punkten der verwendeten Maschennetze die nur grob bestimm-—
bare Modellkonstante bestimmend ist. Bei der Vorgabe rauher Winde kommt er-
schwerend hinzu, daB 1 iiber Aw mit zunehmender Rauhigkeit im Wandbereich
groBer wird / van Driest 1956, Yaglom, Kader 1974, Gritzbach 1974_/, aber

13

im alten Modell keinen Einflufl auf u* hat. AuBerdem ist zu erwarten, daB

]3u* nicht proportional zu 3F ist, sondern, analog zum isotropen Modell,

1/2. Dies wird in Analogie zum inhomogenen Tempe-

zumindest proportienal 3F
raturmodell nach Kapitel 3.2.3.1 angenommen. Auch hier gelingt es nicht,
wenigstens iber die Theorie "homogener" Turbulenz und die existierenden
Daten fiir die Schubspannungsenergiespektren E13(k) flir Kanalstrdmungen z.B.
nach Laufer / 1951_/, Lawn 1—1970, 1971_?, Lawn, White 1_1972_7, Hanjalic,
Launder / 1972_/, Bremhorst u.a. / 1973a,b_/, Blinco, Simons / 1975_7 und

Szablewski / 1976_/ diese Annahme durch Integration von / Hinze 1975 7
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zu untermauern. Die alleinige Proporticnalitit zu 3F”z ist allerdings auch
nicht korrekt, da dies bedeuten wiirde, daR eine alleinige Verfeinerung des

Maschennetzes in radialer (3) Richtung keinen EinfluB auf die nicht aufge-

l8ste Feinstruktur hitte. Ein verbesserter Ansatz fiir die Maschennetzab-

hingigkeit kann aus feolgender Betrachtung abgeleitet werden:

Die turbulente Schubspannung setzt sich aus dem Grobstruktur- und dem Fein-

strukturanteil zusammen:

Casy = (TTy « S

Der Grobstrukturanteil ist abhingig von der Auflésung in jeder der 3 Maschen-

netzrichtungen, da etwa gilt
-z
(4%, 4Xy)

%
X
¢
‘“%
]

(3-88)

Fiir den Feinstrukturanteil mufl sich dann natiirlich die umgekehrte Tendenz

ergeben. Zusammen mit (3-60) ergibt sich =z.B.:
S A_ 3 _\% 1 13
L My P~ ( FF) = (ﬂ?ﬂr 8X: AXy) (3-89)

Diese Abhiingigkeit wird im Ansatz der Dimpfungsfunktion f(h") des neuen

inhomegenen Meodells (3-85) beriicksichtigt:

f(ﬂ:‘) = Mim (4, Cac (AFsF)%/,fJ/Z) (3-90)

1/2

ie Normierungsflidche F wird aus Dimensionsgriinden eingefiihrt. Wihlt
man fiir FO, wie im Kapltel 3.2.3.2 bei FTO’ gerade die Flidche 3F, iiber die
die Korrelation RI3(£5) zu Null wird, dann mus C,, Wegen des Ergodentheorems
von der GriBencordnung eins sein. Da mir zu R13 in der “F-Ebene keine di-
rekten Literaturangaben fiir Kanalstrdmungen bekannt sind, wird hier wie

bei FTD das nicht ganz relevante Rll benutzt. D.h. es gilt mit (3-66):

Fo = Fro = X 0% = A( 0F =128 (3-91)
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Die Unsicherheiten in der Bezugsgrife F_  fiihren hier, wie beil Crio° dazu,
da ein Wert Clo > | erwartet werden muf. Der genaue Wert muf durch numeri-
sche Experimente ermittelt werden. DaB bei allen Simulationsrechnungen mit
den verschiedensten Maschennetzen derselbe Wert erfolgreich benutzt wird,
ist ein Zeichen dafiir, daB die Dimpfungsfunktion £(h") nach (3-90) die
Maschennetzabhingigkeit befriedigend wiedergibt. Dies stellt gegeniiber dem
friiheren Modell besonders bei schlecht aufldsenden Netzen einen wesent-=

lichen Fortschritt dar.

3.4 Feinstrukturenergiegleichung

In den SchlieBungsansdtzen fiir die isotrope Feinstrukturzdhigkeit "y nach

{(3-70) und fiir die isotrope Feinstrukturtemperaturleitzahl Ja_ nach (3-9)

wird als ProportionalgriBe die orts— und zeitabhidngige Energi; der Geschwin-
digkeitsschwankungen innerhalb der Feinstruktur jET-oder, unter Benutzung
des Faktors jCS nach (3-10,71), VE' benutzt. In diesem Kapitel wird, ausge-
hend von der wvon Schumann [_19?3a, 19?53_7 angegebenen exakten Energieglei-
chung (3-78) und der von ihm vereinfachten Modellenergiegleichung flir isotrope
Strimungen hoher Reynolds~Zahlen der EinfluB der Inhomogenitidten ven Kanal-
turbulenz untersucht (Anhang 5) und entsprechende Erweiterungen in die Mo-
dellgleichung eingefiihrt. Dabei zeigt sich, daB der EinfluB der Abweichungen
realer Energiespektren von den Kolmogorov-Spektren fiir die Werte der Fein-
strukturkonstanten nur von geringer Bedeutung ist, daB aber die Wechselwir-
kung dieser Abweichungen bei den Konstanten im Produktions- und Dissipations-
term der Modellgleichung fiir die Ergebnisse der Modellgleichung, und damit
auch fiir die Ergebnisse der gesamten numerischen Simulation, von entschei-
dender Bedeutung ist. Die eingeflihrten Zusatzterme filihren bei rauhen Winden
und bei Ringspalten zu physikalisch sinnvolleren Ergebnissen. AuBerdem wird
durch sie der Anwendungsbereich des Simulationsverfahrens auch auf niedrige

Reynolds-Zahlen erweitert, fiir die die Berechnung der Feinstrukturkonstanten

iiber die Theorie isotroper Turbulenz nicht mehr streng gilt.

3.4.1 Energiegleichungsmodell fiir isotrope Turbulenz

Die Erhaltungsgleichung flir die Energie innerhalb der Maschen wurde bereits

als Gleichung {(3-78) in ihrer exakten Form angegeben. Will man diese Gleichung
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durch Einfiihren von Korrekturkomstanten, die iiber die Theorie isotroper
Turbulenz berechnet werden kdnnen, auf ein staggered grid anwenden und be-
ziiglich des numerischen Aufwandes vereinfachen, dann darf man die Glei-

chung (3-78) nur auf die Schwankungen
i’ € ¢
o o= ey - LA
¢ (3-92)

' 1

C—

7w - <77

beziehen, fiir die diese Gleichung ebenso exakt erfiillt ist. Alle in die-

Lo i

1

sem Kapitel 3.4 angegebenen Gleichungen beziehen sich nur auf die Schwan-
kungsfelder Lﬁ"i, Lﬁ". Der Einfachheit halber wird jedech die doppelge-
strichene Bezeichnung der Schwankungsgrdfen durch ihre urspriingliche

. . i=— i
Schreilbwelse u:;s P ersetzt.

Die von Schumann / 1973a_/ beziiglich des numerischen Aufwandes in Anlehnung

an Lilly 1_196?_7 vereinfachte Feinstrukturenergiegleichung hat folgendes

Aussechen:

V— ¢
e _ _ 1 4 VET
ééif = {g;' (aiat C}r é;,)

—_— ?.b(____.,_ A2

+ ¢, L9 D E

(3-93)

Ve
) <3
+ 4. ( (§+{"(3FE’) - E!
)
(:3 Vzgj Aél

Um die Korrektur— und Modellkonstanten JCB, Cy» JC6 und 03 iiher die Theorie
isotroper Turbulenz berechnen zu kénnen, muB man voraussetzen, dal auf das
inhomogene Schwankungsfeld J4." die Theorie isotroper Turbulenz angewandt
werden kann. Zeitliche Mittelwertbildung und Koeffizientenvergleich mit der

exakten Energiegleichung (3-78) fiihren dann auf die Bestimmungsgleichungen

fiir die Korrekturfaktoren:
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CGETEY LD
¢ 4’1<E>"‘<302>
# 3’ 3—
('“u (ax cg: ’“JE - J’F'> (3-94)
<{JF E:)-f/z JZ.VE"T >

Ve W
C _%@_N h.<€2
3* ¥—7 254 ~ U’—-—;— L)
E 7w EF
Der Korrekturfaktordxb in der Konstanten C3 des Dissipationsmodells ist,

ebenso wie 1T in C,, nach (3-28), von der Grifenordnung 9 > 1. Nach den

Erfahrungen von DeZidorff 1-1973b, ]974a_7 und Schemm 1_19?4_7 fiir atmo=
sphiirische Turbulenz sollte etwa C3 r 0,7 gelten. Hier wird mit Riicksicht
auf die neu eingefiihrten Zusatzterme zur Berlicksichtigung der Inhomogeni-
tit nach Kapitel 3.4.2 der Wert

T o= 40 (3-95)

z

benutzt, obwohl die numerische Auswertung von C3 fiir ein isotropes Maschen-

nerz den Wert C3 = 0,634 liefert.

Die Beitrige, die die einzelnen Terme in (3-93) liefern, sind von unter-
schiedlicher GrdBenordnung. Die konvektiven und diffusiven Terme sind z.B.
nach den experimentellen Ergebnissen von Laufer £_1954_7, Johnson £—1959_7,
Lawn /71970_7, Lawn, Elliot / 1971_7, Wyngaard, Cotéd / 1971_7, Hanjalit,
Launder / 1972_7 und Hinze / 1973_7 auBer in Kanalmitte und bei kleinen
Reynolds-Zahlen durchweg eine GréBenordnung und mehr kleiner als die be-
stimmenden Terme Produktion und Dissipation. Hier ist deshalb nur die Mo-
dellierung des Produktions— und Dissipationstermes von entscheidender Be-

deutung.

Der Produktionsterm, in dem nur der isotrope Anteil von (3-68) beriicksich-
tigt ist, enthdlt mit C20 nur einen geometrieabhidngigen Korrekturfaktor,
der sich aus der Anwendung des Deformationsgeschwindigkeitsquadrats auf das

staggered grid ergibt. CZO’ und damit auch Cp = C2'C20, ist auf bekannte
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Weise mit den Gleichungen (3-51) und (3-74,81,83) fiir Kolmogorov-Spektren

berechenbar (siehe Tab. 8).

Die Dissipation kann nicht aus bekannten Grebstrukturwerten berechnet wer-
den, da sie durch die Vorginge bei hohen Wellenzahlen bestimmt wird. Fiir

gie wurde ein Modell von der Art des bewdhrten Rotta—Modells A-Rotta 1951_7
eingefiihrt. Die bestimmende Modellkonstante C3 kann mit der erweiterten Form
von Gleichung (3-531) unter Zuhilfenahme des Korrekturfaktors 0 (3-95) auch

recht genau iiber die Theorie isotroper Turbulenz berechnet werden.

Der Faktor jCG, der aus dem Modell flir Teile des konvektiven und diffusiven
Terms resultiert, beinhaltet das generelle SchlieRungspreoblem der Energie-
gleichung in Form der Triplekorrelationen.j;T;ET. Er ist mit der vorliegen-
den Theorie nicht berechenbar. Als Ndherung wird deshalb eine Analogiefor-

mulierung mit einer turbulenten Prandtl-Zahl C, fiir VET gewihlt:

a(é ~ %;

7

it

0z - T, (3-96)

Diese Annahme spielt wegen der geringen Bedeutung des diffusiven Terms, im

Vergleich zum Produktions- und Dissipationmsterm, eine untergecrdnete Rolle.

3.4.2 Erweiterungen fiir inhomogene Strdmungen

Insgesamt gesehen scheint die Energiegleichung nach (3-93) und (3~94) un-

preblematisch zu sein. Sie gilt in dieser Formulierung jedoch nur filr lokal
isotrope Turbulenz, da sie keinerlei Zusatzterme fiir die bei den betrachte-
ten Kanalstrmungen vorliegenden inhomogenen jﬁ”j-Felder beinhaltet. Und
sie gilt weiter nur fir hohe Reynclds=-Zahlen, weil nur dort das Kolmogorov-
Spektrum iiber einen gréBeren Wellenzahlenbereich bestimmend ist / Lircher
1976_7 und weil nur dort das Rotta-Dissipationsmodell gilt. Die in den frii-
heren Rechnungen becbachteten zu flachen Verliufe VE' = £(r) und die zu ho-
hen Geschwindigkeitsschwankungswerte an der Iinmeren Wand von Ringspalten
i_Schumann 1973a, 19?5a,b_7 werden dominant durch diese Einschrinkungen be-

stimmt.

Eine erste Erweiterung der Energiegleichung fiir inhomogene Strdmungen bietet
sich in der zusdtzlichen konsistenten Beriicksichtigung des inhomogenen Impuls—

feinstrukturmedells im Produktionsterm der Energiegleichung an. Im Anhang 5
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wird jedoch gezeigt, daR diese MaBnahme dann zu einem sich nicht physikalisch
verhaltenden Modell £iihrt, wenn nicht gleichzeitig auch entsprechende Mafi-
nahmen im Dissipationsmodell getroffen werden. Weiter zeigen die Ergebnisse
des Anhangs 5, daf die Feinstrukturenergiegleichung der wesentliche Ansatz-
punkt ist, um Inhomogenititseffekte besser zu beriicksichtigen. Deshalb wer-—

den auch Zusatzterme zum Dissipationsmoedell eingefiihrt.

Da auch das Temperaturfeinstrukturmodell nach (3-9) wesentlich durch die Er-
gebnisse der Feinstrukturenergiegleichung bestimmt wird, ist es zumindest
beli den hier interessierenden molekularen Prandtl-Zahlen Pr < 1 nicht erfor-
derlich, mit Zhnlichen Korrekturfaktoren wie (A5~6) reale Spektren zu be-
riicksichtigen. Fiix Pr >> ] ist es allerdings denkbar, daf solche Korrekturen

eine genauere Bestimmung der Modellkonstanten CT2 zulassen.

3.4.2.] Erweiterung des Produktionstermes

Bei der Einfiihrung ven InhomogenitZtseffekten in die isotrope Feinstruktur-
energiegleichung wird von der bestehenden Inkonsistenz zwischen Feinstruktur-
modell und Energiegleichung ausgegangen. Diese Inkonsistenz besteht darin.
daB im Preduktionsterm der Feinstrukturenergiegleichung (3-93) fir die

Oberflichenspannungen ]

ET;E? der inhomogene Anteil gemiB der Aufspaltung
{3-67,68) nicht berlicksichtigt wird. Die daraus resultierenden Abweilchungen
sind wegen (3-85) im Bereich groRer Geschwindigkeitsgradienten, also in
Wandnihe, und im Bereich groBer Maschen, z.B. im Ringspalt an der AuBen-
wand, besonders gravierend, da die dort grdBere inhomogene ZZhigkeit iju*

zu einer Dimpfung der Energie in der Grobstruktur fiihrt, und diese Dampfung,
im Gegensatz zum isotropen Modell nach (A5—-20), nicht zu einer Absenkung

der Feinsthkturenergie fiihrt, um so letztlich durch Absenkung der iscotropen

1J. wieder hShere Grobstrukturschwankungsenergien zuzulassen., Die

Zihigkeit
in den friiheren Simulationen z-Schumann 1973a, 19753,b_7 gefundene Tendenz
besonders bei groben Maschennetzen an der AuBenwand von Ringspalten zu
niedrige Schwankungswerte zu liefern, kann somit durch das Fehlen des inho-
mogenen Modellanteils im Produktionsterm der Feinstrukturenergiegleichung

erklirt werden.

Als Abhilfe wird der vollsténdige Produktionsterm in der folgenden Form ein-

gefiihrt:
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v
—_ 3
1 ¢ o " —T, —
— L2 IR TA 15
L = 7
LI C A - ( { -
ALy 4l ‘J{ﬂg Ce 2,0 E P R c(z p (3-97)
(Auf <IE?5 wird wegen (3-68) nicht die Aufspaltung (3-92) angewandt.) Durch
diesen vollstdndigen Produktionsterm ist eine Teilerweiterung der Energie-
gleichung fiir inhomogene Strfmungen erfolgt. Nach den Darlegungen in An-
hang 5 muB nun, da C10 in 1Jut etwa wie 02 wirkt, eine entsprechende Etrwei-—

terung des Dissipationsmocdells erfolgen.

3.4.2.2 Erweiterung des Dissipationsterms

3.4.2.2,1 Wandkorrektur des isotropen Modells

Dem verbesserten Dissipationsmodell gem#iR (A5-13) haftet ehenso wie dem Mo-
dell des isotropen Produktionstermes immer noch ein fundamentaler Mangel

an, ndmlich daB bei endlichen Reynolds-Zahlen flir das nur inhomogene Schwan-
kungsfeld die Konstanten C, und Cq iber die Theorie isotroper Turbulenz
berechnet werden. Dieser Mangel HuBert sich im wesentlichen darin, daB bei
isotroper Strdmung die Maschenweite h als charakteristischer LingenmaRstab
Iir die Dissipation angesehen werden kann, daB aber bei der in Wandnihe
vorliegenden anisotropen Strémung h kein simmvoller LingenmaBstab mehr ist.
Hier wird die Dissipation sicherlich vom Wandabstand geprigt, womit sich

als charakteristischer LingenmaRstab z.B. der Prandtl'sche Mischungsweg |
(nach (3-16,14)) anbietet / Rotta 1951_7. Beide Abhingigkeiten werden in

dem verbesserten Modell in einer Form beriicksichtigt, wie sie Deardorff

[ 1974c_} zur Beriicksichtigung von Auftriebseffekten gewshlt hat:
Ve L ’ E ,

il 2 Mo, €3,0)

Die neue Unbekannte C31 hat nur in den wandnahen Maschen einen EinfluB., Be-—

(3-98;

rechnet werden kann der Wert von C31 natiirlich, ebenso wie der von CBReal
nach (A5-13) in Abhdngigkeit von h/n und h/L. Da aber fiir Kanalstr®mungen
keine ausreichenden Angaben iiber reale Energiespektren im wandnahen Bereich
bekannt sind, wird ein anderes, fiir Kanalstromungen typisches Vorgehen ge-

wihlt.

Die Bestimmungsgleichung fiir 031 ergibt sich bei Einschrinkung auf den Wand-

bereich aus (3-98) durch zeitliche Mittelung:

V¥
Cyy = G2 <:? 2
ey ¢

(3-99)
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Die davin vorkommende Dissipation wird durch die Gesamtdissipstion ange-
nihert, und diese wiederum wird {iber das logarithmische Wandgesetz der Ge-
schwindigkeit berechnet (siehe (3-57,58)), das zwar streng nur im Bereich
y+ = 100 bis y/D z 0,05 gilt [_Rotta 1972, Perry, Abell 1975_7, aber das
nach aller Erfahrung in diesem Bereich selbst bei niedrigen Reynolds-Zahlen
ﬁ—Eckelmann 1974"7 und bei Ringspalten bis zu Radienverhiltnissen von

R1/R2 > 0,04 - 0,1 j_Rehme 1974, 1975b_7 eine gute Niherung ist.

Da die Triplekorrelationen <vf13i2> nicht berechenbar gind, wird wie in Cy

nach (3-94) die folgende NZherung angesetzt:

Vo — ¥ — 3/
<: fft%ﬁ.j} - ,32 ¢< 5;1—:> 3

VET

(3-100)

Die Feinstrukturenergie ist von der MaschennetzauflSsung, dem Wandab-
stand und der Revnolds—Zahl abhidngiz. Da 031 wegen (3-98) nur bei schlech-
ter Aufldsung im Wandbereich einen EinfluR hat, wird <VE'> auch nur fiir

schlechtes Aufldsungsvermdgen appro§§miert. Es wird angesetzt:
¥ —_
-1 £ 5{92
& }/ a‘?ew{’ -
§ Kef > ) i 'E(Y+=//€0)
J e dh [ Fap dh
¢

Der erste Term auf der rechten Seite korrigiert die Vernachldssigung der

<VE::'_> =~

(3-101)

Volumenmittelung. Er wird fiir Kolmogorov-Spektren aus (3-51) ZHSchumann

]9?3a_7 und {A5-3,4) berechnet:

Y m——
E e D y
o Y _ 57 7 1
jo °d& = //”/3)4-5 -7 - G = /;jch’g (3-102)
£,
) Kok
Der zweite Term auf der rechten Seite kann in AbhHngigkeit wom h/1 und h/n

fiir das reale Spektrum (A5-1) numerisch integriert werden., In etwaiger Uber-
einstimmung mit den experimentellen Ergebnissen von Lorcher 1-1976_7 wird
fiir grobe Maschennetze mit h x 1/8 und fiir hohe Reynolds-Zahlen (Re > 105)

der Wert (0,2 benutzt:

m{ N7

3/ &t AA a1y, RexALS

Der dritte Term in (3~101) ist die Energie im Gliltigkeitsbereich des log-

~ dtz (3-103)

arithmischen Wandgesetzes. Sie sollte mach den Ergebnissen von Perry, Abell

[71975_7 in diesem Bereich konstant sein, was aber in der &blichen linearen
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Darstellung des Wandabstandes bei experimentellen Ergebnissen kaum iliberprif-
bar ist. Als Mittelwert der Ergebnisse von Laufer [_1954_7, Comte—Bellot
/1965 7 und Rehme / 1975a,b_/ wird der Wert

= (v = /f&ci) =~ 3 | (3~104)

henutzt. Einsetzen aller Gréden in die Bestimmungsgleichung (3-99) liefert

das Ergebnis:

Csy = A, ¢ AAEE

]

"J"; - CFY (3-105)

Die Herleitung dieses Wertes ist mit einigen N&herungen verbunden, deren
Konsequenzen schwer abzuschdtzen sind., Es soll deshalb hier, im Vorgriff
auf Kapitel 6, angemerkt werden, daB eine Variatiom von C31 nur einen schwa-

chen EinfluR auf die numerischen Ergebnisse hat.

3.4.2.2.2  Dissipation bei kleinen Reynolds—Zahlen

Bei hohen Reynolds-Zahlen findet eine mennenswerte Dissipation nur bei hohen
Wellenzahlen statt, Bei kleinen Reynolds—Zahlen verschiebt sich der durch
Dissipation bestimmte Bereich zu kleineren Wellenzahlen und die Energie wird
in zunehmendem Mafie in der Grobstruktur dissipiert. Dieser Vorgang ist in
dem etweiterten Modell (3-98) wegen der Annahme Vel 2 YE in (3-94) nicht
enthalten. Es wird daher fiir den Grenzfall kleiner Reynolds—-Zahlen, und fiir
den Fall sehr feiner Maschen, in Anlehnung an Rotta / 1951_/ eine Erweite-
rung VE} des isotropen Dissipationsmodells '¢' eingefiihrt, wie sie in
Zhnlicher Form von Schumann, Patterson / 1975_7 durch Simulationen iber ein
Spektralverfahren bestitigt wurde. Zusdtzlich wird auch hier die Wandkorrek-

tur nach Kapitel 3.4.2.2.1 mit beriicksichtigt:

V
T p— E__—_‘f

V=5
&t &z M (B o 2 )°

Die unbekannte Konstante C32 wird sc bhestimmt, daR bei beliebig feinen

i\

vf’- + ¥ O,

Maschennetzen (h —+0), bzw. bei sehr kleinen Reynolds-Zahlen (Re ~ 1/nq -0,
s. (A5-7)) die gesamte Dissipation inmerhalb der Feiunstruktur durch den vis-
kosen Dissipationsterm beschrieben wird. Aus dem obigen Ansatz kann damit

falgende Definitionsgleichung fiir 032 angeschrieben werden:

V—-—-:.— T
3 %’ﬂé (3-107)
Vo LE

6:32.
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Das Verhiltnis von nicht aufgeldster Dissipation zu nicht aufgel8ster Ener-

gie kann aus den Energiespektren berechnet werden. Aus {(A5-3) folgt:

Ty o~ 2v [ K Ek)Ll
3

CETY = f ECL) oAtr
YR

Hier im Bereich sehr kleiner Feinstrukturenergien ist es ausreichend, zals

{3-108)

"reales" (siehe Anhang 5) Energiespektrum E(k) das Pao-Spektrum [-Pao 1965_7
vy 5 -5 2 ¥/3

£, U%-) = oAEX ke Mr{“gi(ﬁcy) } (3-109)

fao

oder das Lin-Spektrum / Lin 1972_7 zu benutzen:

B (8) = 1 lhy) Jop - Gl k) )} o1

Die Ergebnisse der numerischen Integration der beiden CBz-Ausdrﬁcke sind in

f

Abb. 10 in Abhingigkeit von h/n wiedergegeben. Die beiden Kurven unterschei-
den sich nur teilweise geringfiligig voneinander, haben aber beide fiir

h/n - O denselben Grenzwert:

Coo = Cup, (@/’Z'xﬂ) = Cou bty =0) = 20 (3-111)

Somit ist wegen C32°v = 032/ReT << | der Zusatzterm (3-106) hei hohen
Reynolds—-Zahlen ohne Bedeutung. Bei m#Rigen Reynolds-Zahlen, etwa fir

Re <« 103, zeigt der Zusatzterm dagegen schon einen erheblichen EinfluB auf

di; Gesamtdissipation. Aus den numerischen Ergebnissen muf man schliefen,
daB einzig und allein dieser Zusatzterm es ermbglicht, das Simulationsver-
fahren auch auf Reynolds-Zahlen anzuwenden, bei denen keine Kolmogorov-
Spektren in den Energiespektren mehr zu finden sind. D.h. durch diesen Term
wird das Verfahren auch dort anwendbar, wo die Theorie isotroper Turbulenz

nicht mehr auf das Feinstrukturmodell streng anwendbar ist.

3.4.2.2.3 Dissipation in der laminaren Unterschicht

Bei der Verwendung von sehr stark anisotropen Maschennetzen mit einer sehr
guten Aufldsung in XB-Richtung oder aber bei der Anwendung des Simulations-

verfahrens auf Reynolds-Zahlen nahe der kritischen Reynolds-Zahl ist es
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denkbar, daB die laminare Unterschicht in WandnZhe (y+ < 5) durch das Ma-
schennetz aufgelbst wird. In diesem Fall versagt das obige Dissipations-
modell nach den Gleichungen (3-98,106) im Wandbereich, da das Verschwinden
der Schwankungsenergie im Bereich y+ < 5 i—Laufer 1954, Eckelmann 1974_7

fiir die Dissipation den Wert Null liefert, diese in Wirklichkeit aber an

der Wand den Maximalwert besitzt, Um diese Modellschwiche zu umgehen, be-
nutzen Jones, Launder [_1972, 1973_7 einen Zusatzterm, der hier entsprechend

auf die Feinstrukturenergiegleichung angewandt wird:
—_ _ Ve y
Ve 4 V=7 v i f V itz
£+ EE t fm = £+ £E + 2V c(;E' ) (3-112)

Dieser Term ist nur bei kleinen Reynoldszahlen im Bereich starker Anderungen
des Energiefeldes in xs—Richtung von Bedeutung, d.h. im Bereich y+~a 5, Bei
den in dieser Arbeit benutzten Maschennetzen hat er keinen EinfluB. Die-

ser Term stellt somit lediglich eine Vervollstdndigung des Modells fiir

Extremfille dar.

3.5 Zusammenfassung der SchlieBungsmodelle

Mit dem AbschluB des letzten Kapitels wurde das gesamte SchlieBungsproblem
durch Modellansdtze und weitestgehende theoretische Berechnung der Modell-
konstanten beseitigt. Um moch eimmal zu verdeutlichen, an welchen Stellen
unsichere, empirische oder numero —empirische Informationen bestimmend sind,

werden die betreffenden Modelle hier nochmals zusammengefaft.

Fir die unbekannten turbulenten Feinstrukturwirmestrme wurden hier folgende

Ansdtze eingefihrt:
r

LT = = L OT-OD) -1 4 7 (o)

! ) y l V=17
z‘ti = (p %’T (*F %,;E) (3-9,10)

L3

&z * = S;a, 2¢, | & <a, ) ﬁ(/f) (3-13)

t
Darin sind die folgenden Faktoren fiir lokal-isotrope Turbulenz exakt und ohne

empirische Unterstiitzung berechenbar:



) : A = (3-29, 54)
arr o ({ w5) )
CUET Y S EES (3-51,71)

Bis auf eine peringe Restabweichung kann die im isotropen Modell bestimmende

Y
“
Ii

Konstante CT2 iber die Theorie isotroper Turbulenz mit empirischer Unter—
stiitzung in Form der nahezu universell gliltigen Kolmogorov~ und Batchelor-
Konstanten o und B berechnet werden:
2
— -t
. L&w > a <0y " > —~ A (3-31,55)

T, RN o> Ay oA

o = 1,5 (3-53)

B = 1,3 (3-41)

Die Mischungswege 1 und 1H nach {3-16, 3-22) sind natiirlich empirisch unter-
stlitzte GroRen. Sie kinnen aber in dem alleine hier interessierenden Wandhe-
reich als nahezu universell gliltiz angesehen werden. Die DEmpfungsfunktion

des inhomogenen Modells ist:

D) = Men (406,60 Fax) 7 ") 363

Fo = A28 (3-66)

mufl ebenso numero—empirisch ermittelt

"

Fre

Die darin bestimmende Konstante C

Tic
werden, wie .t in CT2' Fiir beide gilt jedoch (in Klammern die benutzten
Werte):
oz A (o= 4¢) (3-113)
I bt h i

i1

Crie = (Cre = A0 bt ¢r * 0, (3-114)
Cope = O Bel Crz = 0)

Dies sind die einzig relevanten offenen Parameter des Temperaturmodells

(abgesehen ven der den beiden Modellen gemeinsamen Energiegleichumg). Beide

Faktoren wurden in allen Rechnungen gemif (3-113,114) ohne Znderungen be~

nutzt. Einige der in Kapitel 6 gezeigten Fidlle fiir Pr << 1 wurden wegen
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Cro = 0, und damit Ju'jT' = (0, ohne Medell, also ohne auch nur eine einzige

T
empirische Grife im Temperaturteil zu benutzen, berechnet.

Fiir die unbekannten turbulenten Feimstrukturschubspannungen wurden folgende

Ansitze ilibernommen bzw. neu eingefiihrt:
’

F— i = - g —
TE - - (B -< BB By o
*

i

,aﬁ
it

-

]

Vemoo | A/2
) (3-70,11)

c, t (Y. FE

2 S by LNECHS] {8 (55

Darin kann beil lokalisotroper Turbulenz der Faktor 11¢ ohne empirische

Unterstiitzung exakt berechnet werden:
‘ - 2 . 2
L:t - (,,3 ‘Di:a > . < DE*J[}J >
_— 2 2
s Briegay < Dey © D

Geringe empirische Unterstlitzung bendtigt die bis auf eine geringe Restab-

{3-72)

weichung berechenbare Konstante 02 in Form der Kelmogorev—Konstanten o
nach (3-53):

<£?-V<4351> Y

- — n ~ = (3-80,82)
’33 %: ¢=‘L<{ﬂ§ﬂ> 11’J> :> ’31 or

Die Dimpfungsfunktion des neuen inhomogenen Modells ist:

ﬁfﬁ/"“) Men (/{, Cae (JF F)* 5_%) (3-90)

C, =

1

"

Fa 428 (3-91)

Die cffenen und durch numerische Experimente zu bestimmenden Faktoren des

Impulsmodells sind 1 und C o' Fiir beide ist bekannt, daf gilt (benukzte

1
Werte in Klammern):

3 z A (7,
Cre z A | (Cfc

i

A¢) (3-115)

il

2. 0) (3-116)
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Beide Faktoren wurden bei allen Simulationsrechnungen mit den oben genannten

Werten benutzt.

Die Feinstrukturenergie, die in beiden Feinstrukturmodellen benutzt wird,
wird durch eine orts- und zeitabhingige Energiegleichung berechnet, die
hier fiir inhemogene Stromungen und kleine Reynolds-Zahlen erweltert wurde:
KTE; . .
¢ (:!{—— :}( '?)

_ A T £
71 &G (% %

fl

& {0 N (rE) 6 F)

i == & x I 3 =
+€2[15‘2E;5D £’ *;" ((;(,d,, > Cg‘l ALy

U-—'73/¢". L"—f'
E Y £ of VBTN
- —t __ - - ‘
C;/(tt#t(é.‘%ff) 31}"“‘(&‘631 5)2' 2y (((3 £ )

(3-93,97,98,106,112)

Die Konstante C3 und der Faktor CZO sind exakt berechenbar ohne empirische

Unterstiitzung:

e —
CFEF* D
4 <ED"<s D

Vo—
4 L ¢ > (3-94)
?g < qut>lﬁ

Die Konstante JC6 im diffusiven Term kann ohne groflen Fehler durch die fol-

2
(3-94)

fl

D
Cae ;
:>

Cg =

gende Ndaherung ersetzt werden:

zC-é - ¢, 5(5_ (3-94,96)

& = £, 3 (3-96)

Mit einiger empirischer Unterstiitzung werden die neu eingefiihrten Konstanten

C und 032 bestimmt:

31
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v ] >‘3/z

7 L E
7y &

‘:‘34 = (:3 @‘7(/ ‘302 (3-99,100,105)

AR ID

= _ = (3-107,111)
v <ET D

Der einzige offene Faktor in der Energiegleichung ist der in C., und C3I vor—

3
kommende Faktor 3&. Fiir ihn gilt (benutzter Wert in Klammern):

7 2 4 (% = A0) (3117)

Die hier angegebemen Zahlenwerte wurden bei allen Simulationsrechnungen ohne
Anderungen benutzt. Wo nur die Definitionsgleichungen flir Konstanten bzw.
Faktoren angegeben sind bedeutet dies, daB diese fiir das jeweils benutzte
Maschennetz und die giiltige Reynolds- bzw. Peclet-Zahl neu berechnet werden

missen.
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4, DIFFERENZVERFAHREN

Im Kapitel 3 wurden alle Modelle und Approximationen angegeben die nétig
sind, um die nichtlinearen Unbekannten in den i{iber Maschenvolumina gemittel-
ten Grundgleichungen zu berechen. In diesem Kapitel werden einige zusitzli-
che Niherungen eingefiihrt, um die linearen Unbekannten anzunihern, wie z.B,
Mittelungen zur Anniherung von Geschwindigkeiten, Druck oder Temperatur an
Stellen des Maschennetzes, an denen sie nicht definiert sind. Hierzu gehd-
ren insbesondere die Wandbedingungen. Den AbschluR dieses Kapitels bilden
einige Bemerkungen zur Genauigkeit und Stabilit#t der Temperaturfeldsimula-
tion. Alle Ausfilhrungen beschrinken sich weitgehend auf die Teile, die ent~
weder der Vollstdndigkeit halber notwendig sind oder gegeniiber der fritheren
Arbeit von Schumann / 1973a_/ wesentlich gelindert wurden, oder die bei der
Temperaturfeldsimulation Besonderheiten aufweisen, wie sie bei der Geschwin-—

digkeitsfeldsimulation nicht auftreten.

4.1 Lineare Differenzenapproximationen

Durch die Integration der Grundgleichungen {iber Maschenvolumina

sind bereits nahezu alle Differentiale in Differenzenformeln iberfithrt wor-
den. Die verbliebenen Differentiale in den zeitlichen Anderungen und in
Teilen der diffusiven Terme missen approximiert werden. Hierfiir werden line-
are Differenzenapproximationen eingefiihrt und beriicksichtigt, daB in der
Richtung senkrecht zu dem Winden des Kanals, d.h. in xS—Richtung, die Be-
nutzung nichtidquidistanter Maschennetze sinnvell sein kann. Als Beispiel
wird hier nur die lineare Niherung angegeben fiir:

4
(9114 —~ A —
P = QA (46-1)

am Maschenmittelpunkt, und die Parabelndherung fiir:

4 —_—
Ay A _ A A Ae
—_— "@tg 'a.f :ﬂ -J({,ff +d ﬂ;! -+ Q A _
7 3 4 z LI P (4-2)
X3 k{,ﬁ R’.’{‘"Vl- et Ao -4
an der Maschenoberfliche (k = Maschenindex in x3-Richtung, siehe Abb. 3).
Die Hilfsprifen a bis a, ergeben sich aus dem Parabelansatz zu:

a, = (6 %y 6+ 2axg + sy ) / &
a, = (bax, a5~ baxg t2axy, ~Zaxy ) /ol
al = (2 AY;:': -2 AX;&H) /d

4 = (.<1J~<,M~L dx’_%)( 4, + gxsgh)(dxg’lj axyy + dxs, | )
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AuBer fiir die Differentiale sind auch z.B. fir GrtRen aus den konvektiven
Termen der Grundgleichungen (2-41) Nzherungen erforderlich, weil dort GriBen
an Orten im Maschennetz verlangt werden, an denen sie nicht definiert sind.
Diese werden durch lineare Mittelung, oder bei nichtdquidistanten Netzen

durch Mittelung mit entsprechender Wichtung berechnet:

~rk
4 fmﬁ = (dxbﬁ.u %m« * AX‘L % ) / (Mf'lw + Ay ) (4-3)

Werden Flichenmittelwerte von GriiBen bendtigt, die als Volumenmittelwerte
definiert sind (Druck, Temperatur), so werden diese ebenfalls durch lineare

Mittelung oder mit (4-3) aus den Werten in den angrenzenden Maschen berech-

net. So z.B. 1:
—_— v..__
AV % (4-4)

4,2 Differenzformeln

Mit den oben eingefiihrten Niherungen und den im Kapitel 3 angegebenen Fein~
strukturmodellen kdnnen vollstindige Differenzformeln fiir die iiber Maschen-
volumina integrierten Grundgleichungen fiir das Strémungsinnere angegeben

werden.

4.2.1 Temperaturgleichung

Die endgiiltige Differenzenform der Temperaturgleichung (2-41) hat folgendes
Aussehen:

Ve v_ 9 Ve 37 :

— — b — —
§T = ~&CxT )+ & [alT-"4y7T' ]+ & s
g 3 d d
Es ist zu beachten, daR beim Ausschreiben der Summen (bei doppelt vorkom-

menden gleichen Indizes) fiir j = 3 die NichtHguidistanz der Maschennetze

nach {(4-2) und (4-3) beriicksichtig werden muf {siehe Anhang 1, Al-6),

Um aus (4-5) zu jedem Zeitpunkt das Temperaturfeld berechnen zu kénnen,
wird hier in Fortfiihrung der frilheren Arbeit und in Keonsistenz mit dem Im-
pulsteil ein explizites Verfahren gewidhlt, das ein gemischtes Euler-Leap-
frog=Verfazhren ist i-Schumann 19?3a_7. Beim ersten Zeitschritt werden die
V— ] Ve e
neuen Werte 7. nach einem Euler-Verfahren aus den Anfangswerten Z; = I;é
"L A
berechnet. AnschlieBend folgt eine begrenzte Anzahl Leapfrog-Schritte, bei
denen ausgehend vom vorletzten Zeitschritt und unter Benutzung der Ergeb-

nisse des letzten Zeitschrittasn] fiir die konvektiven Terme die neuen Werte
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berechnet werden, (Die Zahl der leapfrog—Schritte war bei den Simulationen
dieser Arbeit X 64.) Im AnschluR an diese leapfrop-Schritte ist stets aus
Stabilitdtsgriinden ein gemischter Euler-leapfrog—Schritt erforderlich., Die-
se drei Verfahren kdmnen in elegenater Weise zusammengefsBt werden. Fiir

(4-5) erhdlt man dann schematisch:

Vi V— Ve ( )
T%l - 5 /mo + EI 14;4 t F?;d{ D'}ifio KMV"H-‘ +(Q (4-6)
mit den Faktoren

Fp Fy Fy
Euler 1 8] | n =n

o 1

Leapfrg i 0 2
gemischt 1/2 i/2  3/2

Dieses Verfahren liegt auch dem Rechenprogramm EDDY i_Grﬂtzbach, Schumann
1974_7 zugrunde und wird in der Arbeit von Diitting 1_19?6_7 ausfithrlich be~

schrieben.

4.2.2 Impulsgleichungen

Die Differenzenformeln fir den Impulsteil haben sieh nur unwesentlich gedn-
dert. Um von der xz—Richtung abhingige Randbedingungen (Rauhigkeiten) ein-
fiihren zu kdnnen, muB lediglich die nach (3-68) verallgemeinerte Version
des inhomogenen Gradientenmodells beriicksichtigt werden. Die neu eingefiihr-
ten Dissipationsterme der Energiegleichung sind problemlos. Sie bendtigen

keine zusdtzlichen Differenzenapproximationen.

Die Beriicksichtigung des turbulenten Druckes bei der expliziten Berechnung
der neuen Geschwindigkeitsfelder erfolgt auch hier nach dem Verfahren von
Chorin / 1968_7. D.h. das neue Geschwindigkeitsfeld wird zunichst ohnme die
turbulenten Druckschwankungen berechnet. Man erhdlt dann die Nihetung 12;,1
die sich von der LUsung A4, um den Gradienten eines Potentials Y unter-

scheidetr:

Ay, = :"_}/u: - q/ﬂpc{y (4=7)

Die Anwendung der Kontinuitiitsgleichung auf (4-7) liefert fiir W eine Pois-—

songleichung:

div (?fﬁf{ 1’”) = {‘{'“(V znz ; (4~8)
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die mit Hilfe der schnellen Fourier-Transformation geldst wird (siehe Schu-
mann /-1973a 7 ). Dies bringt jedoch die Restriktion auf Maschennetze mit

in jeder Richtung 2" _Maschen mit sich. Wiirde man {4~8) mit dem Verfahren der
zyklischen Reduktion [ Sweet 1973, Schumann, Sweet 1976- / 1bsen, damn
kSnnten auch allgemeinere Maschennetze und kompliziertere Geometrien verwirk-
licht werden, Ist das Potential¥ bekannt, kdunen die richtigen Geschwindig—

keitsfelder Ay, aus (4-7) berechnet werden.

4.3 Randbedingungen

Die mit obigen Angaben ableitbaren oder angegebenen Differenzenformeln stel-

len im Strdmungsinnern ein geschlossenes Gleichungssystem dar. An den Berandungen
des simulierten Strdmungsvolumens werden in Hauptstrémungsrichtung und senk-
recht dazu pericdische Randbedingungen eingefithrt, in der Richtung senkrecht

zu den Wanden werden lineare Approximationen, oder bei steilen Gradienten

innerhalb der wandnichsten Maschen, logarithmische Wandgesetze benutzt.

4.3.1 Temperaturrandbedingungen

4.3.1.1 Periodizitidt

Der elliptische Charakter der Grundgleichungen macht es erforderlich, Rand-
bedingungen fiir alle Perandungen des betrachteten Volumens anzugeben. In der
Hauptstrimungsrichtung und senkrecht dazu, parallel zur Wand (Abb. 1), kann dies

durch Periodizitdc erreicht werden, d.h., es wird gesetzt:
Y (X‘ * Xe, Xe * X.?..rx‘s) = Y( Xy, ) (4-9)

Dies ist nur zuldssig, wenn die Periodenlidngen X, , so grof gewdhlt werden,
]

daB die Vorginge {iber die Lingen hinweg statistisch vollkommen entkaoppelt

sind. Die hier nach den Erfahrungen von Schumann {“1973aﬂ7 und aus den Auto-—

korrelationen Rii abgeleiteten benutzten Lingen

X, = 2 =4

)(z = 4 + 2 bz 7)’/ 2

erweigsen sich leider bei Auswertung der numerischen Ergebnisse besonders

(4-10)

in Hauptstrtmungsrichtung als nur bedingt ausreichend. Es treten generell
{n Kanalmitte noch erhebliche Korrelatiomen in den Druckfeldern auf und et-
was schwichere Korrelationen in den Temperaturfeldern bei sehr kleinen

Prandtl-Zahlen (siehe Kapitel 6). Weitergenende Konsequenzen dieser etwas
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zu gering gewihlten Léngen sind allerdings nicht offensichelich.

Aus der Anwendung der periodischen Randbedingungen in Hauptstr8mungsrichtung
auf das Temperaturfeld ergibt sich eine recht ungewchnte Eigenschaft der si-
mulierten Temperaturfelder: Die Eintrittstemperatur TE in das Kontrollvolu-
men wird gleich der Austrittstemperatur T, unabhingig davon, ob innerhalb
des Volumens Energie zu— oder abgefiihrt wird, DaB dies kein Widerspruch ist,
liegt daran, daB durch die periodischen Randbedingungen der betrachtete end-
liche Kanal in X, - und xz-Richtung unendliche Ausdehnung erhdlt, und dag da-
durch auch an jeder Stelle dieselbe Wirmemenge zu~ oder abgeflihrt wird. Da-
durch bleiben die Eintritts- und Austrittstemperaturen zu jedem Zeitpunkt

gleich, wenn sie nur zu Beginn gleich sind, d.h.

T (x1) (x,4) e

Allen Simulationen dieser Arbeit liegt (4-11) zugrunde.

Eine Ausdehnung der Theorie auf allgemeine Temperaturfelder ist trotz perio-
digcher Randbedingungen méglich, wenn man die Temperaturgleichung samt Rand-
bedingungen transformiert. Ist {7/Pxy 7 = f(*3) der mittlere Gradient des
Temperaturprofils zu Beginn der Simulation, TG die mittlere Temperatur und

VG die mittlere Geschwindigkeit fiir eine Galilei-Transformation der gemittel-

ten Profile, dann kann mit den Transformationsvorschriften

X, = oxe = Sy Wt T'= T-7¢

¢ - 7's _+x<9,h> 12
AZ! M T (g;,_' Vé

¢

i

die Temperaturgleichung (2-22) transformiert werden in eine Form, in der
wieder periodische Randbedingungen in xl—Richtung anwendbar sind. Das Ergeb~
nis der Transformation ist nach Weglassen der Striche fiir die transformier-
ten Variablen:
or 9 P -

z (ﬂ T) TPK + (a Q‘) + K (4-13)

L QBE P,

TPK = A, <? >+4¢’3’(4 s <9x,, f@m_.( ’7)(:. 9"4 >)
+ & + { 3‘?::«, @x4> Pxs, [ P %‘" \)}
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4,3.1,2 Wandbedingungen

Die Formulierung ven Wandbedingungen bezliglich der Temperaturfelder stift

nur in den diffusiven Termen auf Schwierigkeiten. Dort sind die Wandwdrme—

strime: 3 9-—-
' ¢

= — = (4-14
qm,z a Txs )

R, R,

zu approximieren.

Bei kleinen Peclet—Zahlen PeT = 1/a und bei laminarer Strdmung ist das Tem—
peraturprofil in wandndhe weitestgehend parabelfSrmig, well der molekulare
Wirmetransport mindestens gleichbedeutend mit dem turbulenten ist. Das tur-
bulente Temperaturprofil unterscheidet sich nur unwesentlich vom laminaren
Profil, In diesem Fall kann der Gradient in (4-14) ohne groRen Fehler linear

angendhert werden, analog 2zu (4-1):

3
p { - r— — 4=15
g = -aft| = - T } e
w1 x4 AXyx, 1 Wi
Ry 2

Die unbekannte Wandtemperatur T, sollte zeit— und ortsabhingig durch Wiarme-
leitrechnungen fiir die Kanalwand bestimmt werden. Hier wird zur Vereinfachung
des Aufwandes angenommen, daf die Wirmekapazitdt der Wand unendlich grof ist,

d.h. es wird folgende N#herung benutzt:

Fo. =~ £ Tuw.> | (e

Die Temperatur {'Tw|> wird aus der Wandbedingung in der Form

2., am (X1)> _ @Q(f_w-q (xz)> - th (xz_) (4-17)
F%t‘ Eh‘s

berechnet, wobei flir den Gradienten auch hier die Form (4-15) benutzt wird.
Durch die Vorgabe von awl,bw] und €l wird es mdglich, nicht nur einen kon-
stanten Wandwidrmestrom oder eine konstante Wandtemperatur aufzuprigen, son-

dern auch gemischte Randbedingungen zu realisieren.

Bei groRen Peclet-Zshlen ist die Niherung (4-15) dann nicht mehr zulidssig,
wenn sich der Temperaturgradient innerhalb der wandndchsten Masche stark
nichtlinear #ndert, d.h. wenn die Wandmasche dicker ist als die durch mole-
kulare Wirmeleitung bestimmte Schicht (Pendant zur viskosen Unterschicht).

Das trifft bei den in dieser Arbeit verwendeten Maschennetzen auf alle Simu-
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lationen mit Pr X O.1 zu. In solchen Féllen wird nur angenommen, daR der

momentane Wandwirmestrom preoportional ist zur momentanen Temperaturdiffe-
Vou
renz T, - T .:
) wl

u’-.i _ .Tw,,
{To = Tu

- Bei adiabaten Winden wird wie oben eine unendliche Wirmekapazitdt der

(4-18)

‘;w,, = <éw4>

Wand angenommen und <f&w1>5 0 pesetzt.

. , T
- Bei aufgeprigtem Wirmestrom<q > muB ein Weg zur Berechnung von< T, - 1;(1>

gefunden werden oder auch nur von Twl' £ le}(

- und bei festgehaltener Wandtemperatur {T_, % muj umgekehrt.(aw]> berechnet
werden.

Beide Probleme werden iiber das logarithmische Wandgesetz der Temperatur ge-
ldst. Ee ist mit (2-18), (3-21) und Anhang 2:

Tt Ly B )
H

Berticksichtigt man die gew#dhlte Normierung nach (2-18,23), dann ist
A R > A 7
T+ =<f"f4 >‘— , _ __T <"Iwo> <V‘Z;W.-| >
A - -~ N
< TEY Gue? f <.
V< Bwa> (4-20)
CRwe ) ’

Integriert man (4-19) iiber die wandnichste Masche, dann erhdlt man

(T F e 5] (s, ) A} 5 01R) om

Da die Wandschubspannung hier als bekannt vorausgesetzt werden kann (s.u.),

-7

kann aus (4-18), (4-20) und (4-21) wahlveise{ q ;% oder{ T, > berechnet
werden, In beiden FPillen wird dazu das berechnete Temperaturfeld selbst
benutzt. Fehler in den zu Beginn der Rechnung vorgeschitzten Wandwerten
korrigieren sich automatisch. Das Verfahren hat sich zwar bestens bewidhrt,
ist aber dennoch unbefriedigend, da mit BT(h+,Pr) (Abb. 5,6) eine sehr

unsichere empirische GréBe eingefithrt wurde / Gritzbach 1974 7.
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4.3.2 Geschwindigkeitsrandbedingungen

Fir die Geschwindigkeitsrandbedingungen gilt dasselbe, wie fiir die Tempera-
turfelder. D,h, es sind an allen Barandungen Randhedingungen erflorderlich.
In Hauptgtrdmungsrichtung und senkrecht dazu, parallel zur Wand, werden die-
selben Periodenlingen X, und X2 benutzt, wie beim Temperaturfeld, Und die
Formulierung von Wandbedingungen 1st ebenfalls nur in den diffusiven Termen
der u]—Komponente problematisch, Verlangt wird:

3
Coy = T y %—'E—’"/ (4-22)

X3 R4

De die hier verwendeten Maschennetze bei turbulenter Str8mung die viskose

Unterschicht nicht aufl8sen, darf der Gradient in (4-22) nur bei laminarer
Stromung linear gemdR (4-1,15) approximiert werden., Er wird bei turbulenter

Striimung, wie oben, in Anlehnung an Schumann /“1975a_7 aus dem Ansatz

P
- ’af
T, = KT ) 7o ; (4-23)
4y { Al >' L-4

aus dem iiber die wandnichste Masche integrierten logarithmischen Geschwin-

digkeitsprofil (3-17) berechnet:

<Z>,, = _)% K ? {«&- ( aXs, )*'gt/[/éyfﬁ’gt’?a:y‘4}(a—za)

Dazu wird das berechnete Geschwindigkeitsprofil selbst benutzt. Allerdings

missen zweli Dinge beachtet werden:

1. Im symmetrischen Plattenkanal darf trotz der gewdhlten NDrmiEtung{Twl}
nicht als bekannt vorausgesetzt werden, da sich die Kormierung nur
auf den eingelaufenen, stationéren Zustand bezieht. Die groBe Streuung
der von Schumann 1_197351_7 berechneten{u!max). bei gleichen Reynolds-—
Zahlen muB auf das Festhalten der Wandschubspannumg zuriickgefiihrt wer~

den.

2. Bei niedrigen Reynolds~2Zahlen, sehr feinen Maschen und griReren Rauhig-
keiten muB natiirlich das logarithmische Profil iiber eine Masche inte-
griert werden, in der das logarithmische Profil auch tatsiichlich giltig
ist. Bekanntlich treten in solchen FZllen in WandnZhe erhebliche Ab-

weichungen von den logarithmischen Profilen auf Z-Grﬁtzbach 1974_7.

Das Verfahren arbeitet bei Beachtung dieser Punkte hervorrapgend, bendtigt
allerdings empirische Informationen Uber E(h+), die jedoch als ausreichend

guverlissig angesehen werden kinnen (3-19).
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4.4 Stabilitit

4.4.1 Zuldssige Zeitschrittweite

Explizite Integrationsverfahren haben bekanntlich den Nachteil, daB sie aus
Stabilititsgriinden nur beschrinkt groBe Zeitschritte zulassen. Implizite
Verfahren haben den weniger beachteten Nachteil, daB sie durch Phasenfehler
der numerischen Lisung gegeniiber der thecoretischen Ldsung auch keine nennens-
wert gréfieren Zeitschritte zulassen / Reinecke 1974 7. Somit haben die expli-
ziten Verfahren den wesentlichen Vorteil des geringeren numerischen Aufwan-

desg.

Fiir das nach Gleichung (4-6) formulierte explizite leapfrog- und zeitverzds-
gerte Euler-Verfahren hat Schumann / 1973a, 1975¢_/ {iber eine lineare Sta-

bilitdtsanalyse ein Kriterium flr die maximal zulHdssige Zeitschrittweite an-

gegeben: ‘
. 1 Ko A 7 _
A‘LL*“‘&X - { ax, * ?‘(u Ak:} } (4-25)

Die ZEhigkeit p ist die zum bhetrachteten Feld (Ei,E,T) gehiirige effektive
Diffugionskonstante. Hier, bei der direkten numerischen Simulation, werden
die Feinstrukturmodelle gemiR (2-41) den diffusiven Termen zugeschlagen.
Folglich setzt sich p aus dem jeweiligen molekularen Anteil und dem von
Null verschiedenen inhomogenen Anteil des betreffenden Feinstrukturmodells

zusammen. Den griften zulissigen Zeitschritt erhilt man demnach aus

(4-25) mit
= Max (ve bt a o)

Der durch Anwendung von {(4-25,26) aus den wandabstandsabhingigen Profilen

i— g 5 . . . , .
-{AA|>- hﬁw ermittelte maximal zulHssige Zeitschritt hat sich dann
P Pty g

i

bewdhrt, wenn man ihn noch um den Faktor 0.5 bis 0.7 reduziert hat, Zu groBe
Korrekturfaktoren fiilhrten, besonders wihrend der Anlaufphase, gelegentlich
zum lokalen kurzfristigen Auftreten von negativen L&sungen der Energieglei-—
chung. Wirkliche Instabilit#ten der Geschwindigkeits~ bzw. Temperaturfelder
wurden in nur zwei Fillen beobachtet, bei denen die Maschennetze in einer
Richtung um den Faktor 2-3 verfeinert wurde und aus Unachtsamkeit die Zeit-
schrittautomatik bei der Weiterintegration abgeschaltet war. Schon nach we-
nigen Zeitschritten ilberstrichen die berechneten Geschwindigkeits— bzw,
Temperaturfelder in den am feinsten aufgeldsten Gebieten des Maschennetzes
den gesamten Zahlenbereich der Rechenanlage, was zum Abbruch des Rechenlau-—

fes flihrte.
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4,4.2 Verbesserungen durch Galileitransformationen

Aus dem Stabiliti#tskriterium nach (4-25) folgt, da die maximale Zeitschritt~
welte reziprok von den Geschwindigkeiten.F(%Eﬂ;ﬂheeinfluﬂt wird. Fiihrt man
eine Galilei-Transformation der Grundgleichungen mit der mittleren Geschwin-
digkeit V5=v<.‘-f<’4_*> durch, d.h. bezieht man sich z.B, auf ein mit VG in Haupt-
strdmungsrichtung mitbewegtes Maschennetz, damnn reduzieren sich die in (4-25)
einzusetzenden Geschwindigkeiten in xl-Richtung auf die Abwelchungen gegen-
tiber VG, D.h. die Galilei-Transformation mit VG (in (4-12} enthalten) fihrt

zu einer VergriRerung der zulissigen Zeitschrittweite.

Gleichzeitig fithrt die Galilei-Transformation auch zur Reduktion der Abbruch-
fehler des Differenzverfahrens Z—Schumann 1973a, Deardorff 1974a_7, da die
Genauigkeit aufgrund der endlichen Zjifferndarstellung von Zahlen auf Rechen-—
anlagen bei der Verarbeitung etwa gleichgrofier Zahlen besser ist, als bei

der Verarbeitung stark verschieden groBer Zahlen. Aus diesem Grunde wird

auch eine Galilei-Transformation des Temperaturprofils mit dem Mittelwert
TE=%“?} durchgefiihrt (4-12) . Man erhdlt damit als Transformatiomsvorschrif-

ten fiir die Grundgleichungen:

wy = ol — S VB
r T — T4 (4-27)
x£ = X 5,,; Va 4

Anwendung auf die Grundgleichungen fihrt, wie man am Beispiel der Tempetra-—

"

turgleichung (4-13) sieht, auf die unverinderten urspriinglichlichen Glei-
chungen fiir die transformierten Variablen zuriick. Bei (4-13) gilt dies nur,
wenn keine Periodizititstransformation erforderlieh ist, d.h. wenn('ar/gx,‘):o
ist. Es muB bei der Transformation jedoch beachtet werden, daf auch die Wand-

bedingungen (4-17,18) und (4-23,24) mittransformiert werden.
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5. Rechenprogramm TURBIT-2

Dag Rechenpregramm mit dem laminare und turbulente Strdmungen in Plattenka-
nilen und Ringspalten mit der dargestellten Methode der Kapitel 2-4 simuliert
werden kémnen, trigt den Namen TURBIT-2 (Turbulenter Impuls Transport)., Im
folgenden wird kurz beschrieben, welche wesentlichen Eigenschaften die Vor-
ldufer TURBIT-1 und EDDY haben und welches die wichtigsten Erweiterungen

und Verbesserungen sind, die das Rechenporgramm TURBIT-2 auszeichnen,

5.1 Vorlidufer TURBIT-] und EDDY

Das Rechenprogramm TURBIT-| von Schumann 1-1973a_7 bietet die Mdglichkeit,
den laminaren und turbulenten Impulsaustausch in einem unendlich ausgedehn-—
ten Plattenkanal und Ringspalt zu simulieren. Bei turbulenter Strdmung ist
es infolge der isotropen Feinstrukturenergiegleichung nur auf hohe Reynolds-—
Zahlen amwendbar, Das inhomogene Impulsfeinstrukturmodell 1iRt auBerdem nur
eine Anwendung auf glatte Kandle zu und macht gleichzeitig die Verwendung

fein auflésender Maschemnetze erforderlich,

Das Programm ist weitestgehend in F@RTRAN IV geschrieben, benutzt jedoch

an einigen Stellen Assembler-Unterprogramme, z.B. zur Vereinfachung

der Eingabe, zur dynamischen Bereitstellung von Feldern, zur Rechenzeitkon-
trolle, fiir Hilfsprogramme zur Fehlersuche, fiir die schnelle Fourier-Trans-
formation usw., Die Geschwindigkeits— und Energiefelder sind in Bldcke unter-
teile. Ein Block enthilt die Daten eines Feldes einer Ebene parallel zur
Wand, d.h. IM % J¥-Werte (Abb. 3). Alle Blicke werden durch eine dynamische
Datenblockverwaltung (= virtuveller Speicher) i_Schumann 19743_? optimal in
dem gewdhlten Kernspeicherbereich (Region) verwaltet., Eine automatische
Zeitkontrolle iiberwacht die Einhaltung der in den Steuerkarten vereinbarten
Rechenzeit und stoppt den Rechemlauf im Bedarfsfalle durch Abspeichern des
letzten Integrationsergebnisses von u, und E auf magnetische Datentriger.
Die Feinstrukturkonstanten werden nicht gerettet. Sie werden bei jedem Re-
start neu iiber Niherungsldsungen fiir die Volumenintegrale berechnet. Da auch
der Druek nicht gerettet wird, ist vor der ausfiihrlichen Auswertung die Vor-

wirtgintegration tiber einen Zeitschritt erforderlich,

Das Rechenprogramm EDDY (Grétzbach, Schumann 1'197&_7), das ausfithrlicher
von Ditting 1-1976_7 beschrieben wurde, entstand wihrend meiner Einarbei-
tungszeit. Es basiert auf denselben Programmiermethoden wie TURBIT-1, er-
laubt allerdings nur die Simulation von Plattenkanalstrdmungen kleiner

Reynolds~Zahlen, da keine Feinstrukturmodelle benutzt werden. Es erlaubt
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aber zusitzlich die Temperaturfeldsimulation. Es basiert somit auf den
Grundgleichungen (2~41), die mit den @&herungen des Kapitels 4 und den zu-
sdtzlichen Annahmen ‘j@ = 0 und 3.4?7 = 0 geldst werden. zusitzlich zu
den Geschwindigkeitsfeldern werden auch die Druck- und Temperaturfelder in
die dynamische Datenblockverwaltung einbezogen und zu Restart- und Auswerte-

zwecken auf magnetische Datentridger gerettet.

5.2 TURBIT-2

Dem Rechenprogramm TURBIT-2 liegt die Theorie der Kapitel 2 bis 4 zugrunde.
Es erlaubt die Simulation laminarer und turbulenter Geschwindigkeits—, Druck-
und Temperaturfelder in unendlich ausgedehnten Ringspalten und Plattenkand-
len. Es unterscheidet sich von TURBIT-1 in den folgenden wesentlichen Punk-

ten:

~ TURBIT-2 enthilt die Steuerung fiilr die Temperaturintegration, die Tempe-—
raturmodelle und die zugehbrige Galilei-Transformation T —1QT}. Die Tem
peraturwandbedingungen TW und éw kdnnen als Funktion der xz—Richtung ange-
geben werden. Alle mit der Temperaturintegration verkniipften Rechnungen
gind derart angelegt, daB es auch mit TURBIT-2 miglich ist, die Geschwin-
digkeitsfelder alleine zu integrieren. Dabei wird automatisch der Kernspei-
cherbereich freigegeben, den die mit der Temperaturintegration verbundenen

Daten bendtigen wiirden.

- Die Schwierigkeiten bei der Berechnung der Feinstrukturkonstanten mit
den Niherungsformeln fir die Volumenintegrale werden durch nur einmalige
Berechnung vor den Anfangswerten (Abb. 11) umgangen. Es ist so miglich,
die rechenintensive numerische Integration der Volumenintegrale anzuwen-
den, Durch konsequente Ausnutzung aller Symmetrieeigenschaften der Ma-
schennetze und Mehrfachintegrale werden lediglich zwischen 1 und 12 min

Rechenzeit fiir die Konstantenberechnung bendtigt.

- Die Einschrinkung auf die Verwendung feiner Maschennetze und glatter

Winde durch das inhomogene Impulsfeinsturkturmedell ist beseitigt.

- Die Einschrinkung des Reynolds—Zahlenbereiches auf hohe Reynolds-Zahlen
ist durch die Erweiterungen im Produktionsterm und im Dissipationsterm

der Feinstrukturenergiegleichung beseirigt.

- Zur Einleitung von Sekunddrstrdmungen k¥nnen umfangsvariable Rauhigkei-

ten vorgegeben werden. Dies ist nicht nur ein Problem der Erveiterung
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der Eingabe, da in den TURBIT-Programmen alle zusammengesetzte Fakto-
ren, die nicht von den Geschﬁindigkeitsfeldern abhingen, zu Keonstanten
zugammengefaBt und nur einmal vor der Integration berechnet werden
(Abb. 12). Dies ist auBerdem ein Problem der Verallgemeinerung der in-

homogenen Modelle (Cradientenansatz nicht nur in xs—Richtung).

= TURBIT-2 bietet die MSglichkeit, zeitliche Mittelwerte der Geschwindig-
keits- und Temperaturfelder und einige Korrelationen zu berechnen. Die
Berechnung der zeitlichen Mittelwerte ist flexibel angelegt, um jeder-
zeit auch andere zeitliche Mittelwerte berechnen zu kdmnen. Sie ist
so mit der Integration verkniipft (Abb. 12), daR keine zusitzlichen Zu-
griffe auf die Direktzugriffsdatei des virtuellen Speichers (File 12 in
Abb, 12) erforderlich werden. Der Rechenzeitanstieg durch die zeitliche

Mittelwertbildung ist kaum feststellbar.

- Die Druck- und Temperaturfelder sind in die dynamische Datenblockverwal-
tung einbezogen. Alle Felder werden nach jeweils NLEAP+! Zeitschritten
(NLEAP=Z3hl der leapfrog-Schritte, rechter Teil in Abb. 12) auf magneti-
sche Datentriger (File 14 in Abb. 12) gerettet, Dadurch liegen auch Er-

gebnisse zu Zwischenzeliten zur Auswertung vor.

- Das Auswerteprogramm ist durch das Retten aller Felder vollkommen veom
Integrationsprogramm entkoppelt (Abb. 11). Es verarbeitet vollautoma-

tisch die Ergebnisse der Integrationsliufe. Die Art der Auswertung und

der anszuwertende Zeitbereich sind w&hlbar. Es kann iiber die Einzelergeb-

nisge der verschiedenen Zeitpunkte zeitlich gemittelt werden. Hdhenli-
nien~ und Vektorplotprogramme i—Schumann 1971, Leinemann 19?2_7 kinnen

fiir eine zeitabhingige Darstellung der Felder bei Bedarf gelinkt werden.

Bei der Programmierung von TURBIT-2 wurde auf dem vorhandenen Rechenpro-
gramm TUREIT-1 aufgebaut. Es wurde entsprechend der aufgezihlten Eigen~
schaften erweitert, gedndert oder stellenweise neu geschrieben, Zusitzliche
umf angreiche Anderungen wurden alleine aus programmiertechnischen Griinden
in den Steuerunterprogrammen {linke+rechte Seite wvon Abb. 12} erforderlich,
weil die Kapazitiéten des FORTRAN-H-Compilers iiberschritten wurden. Das Aus-
werteprogramm ist bis auf wenige Unterprogramme vollkommen neu erstellt
worden. Es gibt Unterprogramme im gesamten Programmpaket nach Abb. 11, das
schitzungsweise 15 QU0 bis 20 000 Lochkarten umfaBRt, die unveridndert ilber-
nomzen wurden und mirx durch ihre zuverldssige Arbeitsweise nur namentlich

bekannt sind {z.B. zur Berechnung des Potentials ¥ ).
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Allen Programmierarbeiten wurden folgende Grundsdtze vorangestellt:

1. Die Programme missen alles automatisch steuern und iiberwachen! Der Grund
fiir diese Forderung liegt darin, daf Programme des genannten Umfanges
nicht mehr iiberschaubar sind und daB Eingabefehler, samt Uberschreiten
von Gliltigkeitsbereichen, eine der hiufigsten Fehlerursachen darstellen,
Die Eingaben sind deshalb mdglichst kurz und lesbar gehalten und werden
auf ihre Vertrdglichkeit mit dem Modell gepriift,

2. Die aktivsten Teile der Programme miissen wegen der hohen Rechenzeiten
optimal programmiert sein! Die aktivsten Teile sind in Abb. 12 rechts
dargestellt. In diesen Teilen verbraucht das Rechenprogramm mehr als 907
der gesamten Rechenzeit. Entsprechend werden in den Integrationsunter-
programmen z.B. nur [-dimensicnale Felder benutzt und die Zahl der Zu-
griffe auf Feldelemente ist minimalisiert. In den ilbrigen Unterprogram—
men, die nur selten benutzt werden (Abb. 12 links), wurde zunehmend

eine benutzerfreundliche, d.h. lesbare Programmierweise gewidhlt,

Der Kernspeicherbedarf des Integrationslaufés (ochne Plot-Unterprogramme)
setzt sich zusammen aus 324 K Byte fiir das Programm ohne Arbeitsfelder und
aus 30 K fiir den Ein- und Ausgabepuffer, Hinzu kommt der wvom Problem ab-
hingige Arbeitsbereich fiir Konstanten, Potential ¥ und Arbeitsfelder der
dynamischen Datenblockverwaltung. Fiir das gridfte hier benutzte Maschennetz
mit 64+32+16 Maschen sind das 167 K fiir Konstanten, Zeitmittelwerte und
Potential ¥ und mindetsens 64+32:37-4 =2 303 K fiir die Arbeitsfelder der
dynamiaschen Datenblockverwaltung, Die Zahl 37 ergibt sich aus dem Euler-
leapfrog-Verfehren und gibt die Mindestzahl der im Kernspeicher gleichzei-
tig bendtigten Bldcke an. Die Zahl 4 gibt mit 4 Byte/Wort die Wortldnge am.
Der minimale Kernspeicherbedarf fiir das genannte Netz betrigt damit 824 K
Byte. Die Vorgabe eines wesentlich gréBeren Kernspeicherbereiches erwies
sich bei den Rechnungen auf der IBM 370/168 des Kernforschungszentrums im
Spitsommer 1976 nicht als sinnvoll, da bei Reservierung von z.B. 1000 K
die Kosten fiir die Direktzugriffsdatei (File 12 in Abb. 12} des virtuellen
Speichers nur etwa 157 der gesamten Rechenkosten betragen, und da beim Uber-
schreiten von ca. 1200 K eine besondere Bearbeitung durch die Operateure
einsetzte, die den Durchsatz von Zweistundenliufern von einem Lauf pro

Nacht zuf einen Lauf pro Woche reduzierte.



6. NUMERISCHE ERGEBNISSE

In Ubereinstimmung mit der Zielsetzung dieser Arbeit nach Kapitel 1.3 wurde im
Kapitel 3 ein iiberarbeitetes und verbessertes Impulsfeinstrukturmodell einge-
fithrt, das auch auf schlecht aufldsende Maschemnetze, auf Strémungen mHERi-—

ger Reynolds-Zahlen und auf Kanfle mit rauhen Winden anwendbar ist. Das
eingefiihrte Temperaturfeinstrukturmodell beriicksichtigt zusitzlich die Ab-
hingigkeit von der molekularen Prandtl-Zahl. In diesem Rapitel wird an nu-
merischen Exrgebnissen des Rechenprogramms TURBIT-2 gezeigt, daR die erwei-

terten und neuen SchlieBungsmodelle die gestellten Anforderungen erfiillen.

Die numerischen Ergebnisse zum turbulenten Impulsaustausch stimmen bei gro-
fen und bei kleinen Maschen, bei groBen und bei kleinen Reynolds~Zahlen

und bei glatten und bei rauhen Winden recht gut mit experimentellen Ergeb-
nissen Uberein. Die qualitative Ubereinstimmung der Auswirkungen der Se-
kundiirstromung bei Kanilen mit ortsabhingiger Wandrauhigkeit ist ebenfalls
gut. Die numerischen Ergebnisse des Temperaturteiles zeigen bei molekula-
ren Prandtl-Zzhlen Pr <X | nur geringe Abhingigkeiten ven offenen Modell-
parametern. Bei Flissigmetallstrdmungen mit Peclet-Zahlen Pe g 1000

treten im gesamten Temperaturteil keine Modellparameter oder empirisch
bestimmte GroBen auf. Die Ergebnisse liegen im breiten Streuband experimen-
teller Ergebnisse. Sie werden von den wenigen zur Verfiigung stehenden, zu-

verldssigen Experimenten bestitigt.

6.1 Programm und Modellpriifung

6.1.1 Tests mit laminaten Strdmungen

Zur Priifung der Fehlerfreiheit und Genauigkeit der Differenzenformeln wer-
den Rechnungen fiir laminare Anlaufprobleme benutzt, Als Anflangawerte wer-
den alle Felder (31-‘__21‘:.-_]:' VE,"}I ) zusammen mit den Wandwerten auf Null ge-
setzt. Bei der molekularen Prandtl-Zahl Pr = 1 entwickeln sich dann unter
Vorgabe gleicher Werte filr Wirmequelldichte und Druckgradient nach (2-12)
und (2-23) das u

gsistent programmiert sind.

und das T-Feld gleich, wenn die Differenzenformeln kan-—

Die Teile des Impulsteiles von TURBIT-2, die bei laminarer Strdmung be-
nutzt werden, entstammen nahezu unverindert ven TURBIT-1, das Schumann

£"1973a_7 ausfiihrlich auf seine Genauigkeit getestet hat. Uber kurze In-
tegrationszeiten (t<1) bleiben die berechneten Temperaturfelder gleich

den u,-Feldern, so daR auch die Cenauigkeit des Temperaturteiles ausrei-
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chend igt. Uber lange Integrationszeiten (t>» 10} steigt jedoch das Tempera—
turprofil um IZ bis 2% schneller an, als das Geschwindigkeitsprofil. Da
diese Abweichung bei den Tests mit EDDY nicht auftritt, muB der Unterschied
in der unterschiedlich formulierten Wandbedingung von u, in TURBIT-1 und von
T gesucht werden. Wie im Kapitel 4.3.2 erldutert, darf Ty bei instaticnidrer
Strémung nicht fest vorgegeben werden. Vielmehr kann bei laminarer Str3-~
mung der Gradient in (4-22) linear approximiert werden, wie in (4-15,17).
Mit dieser konsistenten Wandbedingungsformulierung bleiben auch iiber lange
Integrationszeiten die Abweichungen zwischen Geschwindigkeits— und Tempe-

raturprofil unter 1%.der betreffenden Maximalwerte.

Einen weiteren Beweis dafiir, da8 keine schwerwiegenden Fehler in den Diffe-
renzenformeln enthalten sind, liefern die Ergebnisse der bei dem Anlaufpro-
blem berechneten Geschwindigkeits=~, Energie— und Druckfelder. Alle Felder,
aufer dem ul—Feld, bleiben exakt Null, was u.a. bedeutet, daB das Diffe-
renzenverfahren exakt die Kontinuitdtsgleichung etrfiillt und daB die u,-

und T-Felder von den iibrigen Feldern beli diesem linearen Testproblem

vollkommen entkoppelt sind.

Daf auch die ibrigen Felder untereinander entkoppelt sind, kann mit der
Nachrechnung von Anlaufproblemen mit gleichzeitig in xz—Richtung bewegten
Widnden (u2wi #LO) gezeigt werden. Diese Bewegung fiihrt bei laminarer Plat-
tenkanalstrémung lediglich zu einem (im angelaufenen Zustand) linearen

uz—Profil, ohne die {ibrigen Felder zu beeinflussen.

Alle diese Tests lassen darauf schlieRen, daf die programmierten Differen-
zenformeln fiir die Nachrechnung laminarer Probleme keine offensichtlichen

Fehler enthalten und daB die Genauigkeitsangaben flir das Rechenprogramm

TURBIT-1 auf das Programm TURBIT-2 i{ibertragen werden konnen.

6,1.2 Tests mit turbulenten Stromungen

Mit der Nachrechnung laminarer Strémungen konnen lediglich die Differen-
zenformeln aus Kapitel 2 und 4 iiberpriift werden, nicht aber die Programm-
darstellung der Feinstrukturmodelle nach Kapitel 3. Diese kinnen nur bei
turbulenter Strémung getestet werden, Das Fehlen analytischer Lésungen
zur Beschreibung der Turbulenzfelder erlaubt es allerdings nicht, Momen-
tanwerte der Felder quantitativ zu vergleichen. Es kénnen lediglich sta-
tistische Auswertungen der Felder mit experimentellen Ergebnissen gquanti-

tativ verglichen werden (Kap. 6.2) und wmehr qualitative Einflufstudien
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zur Priifung des physikalischen Gehaltes der Modelle durchgefiihrt werden,

6.1.2.1 Bereitstellen turbulenter Anfangsfelder

Es werden Anfangswerte fiir die Geschwindigkeits-, Energie- und Temperatur—
felder benstigt. Da hier nur stationidre Felder (im statistischen Sinne)
untersucht werden sollen, sollten zur Verkiirzung der Rechenzeit bis zum
voll eingelaufenen Gleichgewichtszustand die Anfangsfelder beziiglich der
statistischen Eigenschaften schon sehr nahe an den LOsungen liegen, d.h.

in der Nihe experimenteller Erfahrungen.

Die Anfangsfelder fiir Geschwindigkeiten und Energie werden in den meisten
Fillen wie won Schumann i-l9?3a_7 ermittelt. D.h, die Geschwindigkeitsfel-
der werden unter Vorgabe von zeitlich gemittelten Geschwindigkeitsprofilen
(z.B. logarithmischen Wandgesetzen) aus mit Hilfe eines Zufallszahlenge-
nerators erwlirfelten Potentialen so berechnet, daB sie die Kontinuitidts-
gleichung erfiillen und ein Kolmogorov-Spektrum aufweisen. Die Feinstruktur-

energieverteilung wird aus der stationiren Lssung von (3-93) berechnet.

In den Fillen, in denen fiir gleiche Maschennetze schon Simulationsergebnis—
se vorliegen, und nur z.B, das Radienverhiltnis oder die Reynolds-Zahl ge-
ringfiigig gelindert werden sollen, ist es sinnvoll, auf die vorhandenen Er-
gebnisse zuriickzugreifen und diese durch Anderung der Radienverhdltnisse
oder durch Anpassung des mittleren Geschwindigkeitsprofils, bei stark asym-
metrischen Fillen auch der Grobstrukturenergie, an die erwarteten Prefile
anzupassen., Der Rechenzeitgewinn ergibt sich im wesentlichen aus den bes-
gseren astatistischen Eigenschaften der Anfangsfelder, wie besserer Grobstruk-

turenergie~ und Schubspannungsverteilung.

Die Anfangswerte fiir das Temperaturfeld sollten ebenfalls sehr nahe an den
Lésungen liegen. Hier wird bei der Neuerstellung von den Anfangswerten der
erwlirfelten Felder der Hauptstrdmungsgeschwindigkeit u, ausgegangen. Diese
warden zunichst zur statistischen Entkoppelung um X, = Xl/2 gespliegelt,
ihr Profil entsprechend dem logarithmischen Temperaturprofil gedndert und
als letztes die Temperaturschwankungsenergie an die zu erwartenden Verldu-
fe, soweit diese liberhaupt aus experimentellen Ergebnissen bekannt sind,
grob angenihert. Auch hier kann Rechenzeit gespart werden, wenn fiir das
verwendete Maschennetz schon #hnliche Simulationsergebnisse vorliegen und
diese nur geringfiigig verdndert werden miissen, weil danm schon von einer

weitgehend physikalisch sinnvollen statistischen Abhingigkeit zwischen dem
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Geschwindigkeitsfeld und dem Temperaturfeld, z.B. den turbulenten Wirmestromen,
ausgegangen werden kann. Fiir das Bereitstellen der Anfangsfelder wird bis zu

]| Minute Rechenzeit bendtigt,

6b.1.2.2 Beurteilunﬁ_des Einlaufzustandes

Die experimentellen Ergebnisse von Comte-Bellot 1_1965_7 zelgen, daB die
Einlaufldngen, die zum Erreichen station#drer statistischer Eigenschaften
der Geschwindigkeitsschwankungsfelder benfitigt werden, erheblich grdBer
sind, als diejenigen zum Erreichen eines konstanten Druckabfalls. WiZhrend
der konstante Druckabfall nach etwa 30 Kanalweiten erreicht wird, werden

konstante rms-Werte (roct-mean—square)

1
) r2
= 6-1
Y /(Y? (6-1)
erst nach etwa 50 Kanalweiten erreicht, und eine konstante Schiefe (skewness)

< v’
YSA.W = v 3 (6-2)
-]
bzw, eine konstante Flachheit (flatness)
Ly >

Ypeax - y ¥ (6-3)

der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der Geschwindigkeitsfluktuationen
stellt sich erst nach etwa 60 Kanalweiten ein. Ubertragen auf das Anlauf-
problem in den hier berechenbaren unendlich ausgedehnten Kan#len kdnnen
daraus die entsprechenden Anlaufzeiten abgeschidtzt werden. Bei einer mitt-
leren Geschwindigkeit von ‘é:a,)-"-.: 20 werden die geforderten 60 Kanalweiten
in t 22 3 Zeiteinheiten zurfickgelegt. Um den dann erreichten stationidren Zu-
stand zuverlidssig auswerten zu kénnen, missen die berechneten Felder iiber
einige zusitzliche Zeiteinheiten bekannt sein. Die Zahl dieser zusitzlich
geforderten Zeiteinheiten richtet sich sehr stark nach der Art der Auswer-—

tung und kann nicht generell abgeschétzt werden.

Geht man von den nach Kapitel 6.1.2,1 erzeugten Anfangswerten aus, dann dn-—
dern sich die oben genannten statistischen Grofen wihrend der Anlaufphase
kaum. Sie kdnnen deshalb nur bei sehr mangelhaft vorgebenen Anfangswerten

als Einlaufkriterium benutzt werden.

Als sehr zuverldssige Einlaufkriterien erweisen sich dagegen die Kreuzkorre-
lationen zwischen Geschwindigkeitsschwankungen, insbesondere die turbulente
]

)
Schubspannung <u1 u3> .



_79_

In Abb. 13 ist die iber zwei verschiedene Zeitbereiche gemittelte turbulen-
te Schubspannung filr einen Ringspalt mit dem Radienverh#ltnis R1/R2 = (0,25
dargestellt: Im ersten Zeitbereich legte das Fluid 18 Kanalweiten zuriick, im
zweiten 88 Kanalweiten. Die Anfangswerte wurden mit einem Zufallszahlengene-
rator nach Kap. 6.1.2.1 ermittelt. Die {ber den spdteren Zeitbereich gemit-

telte turbulente Schubspannung, bestehend aus Grobstrukturanteil <Iﬁj' 3Eé'>

und inhowmogenem Modellanteil <3u' ué>, zeigt den erwarteten, glatten Verlauf.

Hingegen zeigt die iiber die erst; Zeiteinheit gemittelte Schubspannung einen
schlangenférmigen Verlauf. Da der inhomogene Anteil in beiden Zeitbereichen
etwa gleich ist, kann man annehmen, daf sich wegen (3-68,85) das Geschwin-
digkeitsprofil zwischen den beiden Zeitbereichen nur unwesentlich #ndert,
und daB die Anderung liberwiegend durch den allm#hlichen Aufbau der Korrela-
tion zwischen den einzeloen Grobstrukturgeschwindigkeitsschwankungen be-
wirkt wird. Dieser Aufbau beginnt an den Wdnden und breitet sich von dort

ins Kanalinnere aus. Die nach diesem Kriterium ermittelten Anlaufzeiten

decken sich mit der obigen Abschitzung.

Fiir die Peurteilung des Einlaufzustandes der Temperaturfelder gilt prinzi-
piell dasselbe, Der thermische Einlauf fiir Temperaturprofile ist kiirzer,

als der fiir Temperatur-rms—Werte {FTanimoto, Hanratty 1963_7. Es muf selbst
bei ausgebildeten Geschwindigkeitsfeldern in Abhingigkeit von der Reynolds-
und der Prandtl-Zahl i_Gértner 1974_7 mit EinlaufliZngen von 25 Kanalweiten
/ Genin u.a. 1974_7 bis zu ca. 50 Kanalweiten [ Y.Lee 1964_/ gerechnet wer-
den. Aufgrund der guten Anfangswertevorgabe muf hier analog die Kreuzkorre-—
lation zwischen Geschwindigkeits- und Temperaturschwankungen, z.B., der tur-
bulente Warmestrom (ué T'> , als Kriterium zur Beurteilung des Einlauf-
zustandes des Temperaturfeldes herangezogen werden. Auch dessen Grobstruk-
turanteil < 3&;

ten Winden ausgehend uf.

va}- baut sich nur langsam von den heheizten cder gekiihl-

6.1.2.3 Priifung der Modelleinfliisse

Das Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dal die programmierten Fein-—
strukturmodelle auf die numerischen Ergebnisse den EinfluB haben, wie er
in Anhang 5 abgeschitzt wurde, zu zeigen, wie unempfindlich die Ergebniese
teilweise auf Anderungen in den offenen oder unsicheren Parametern reagie-
ren und dabei einen optimalen Korrekturfaktorsatz zu finden. Um bei diesen
Rechnungen einen hohen Modelleinfluf zu erreichem, wird ein nur schlecht
aufltsendes Maschennetz mit nur 2048 Maschen benutzt (Netz K7 in Tab. 11)

und die Reynolds-Zahl mit Re = 1,4 bzw, 3.10° (Tab. 12) hoch angesetzt.
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6.1.2.3.1 Prifung des Impulsmodells

Im Anhang 5 wurde gezeigt, welche Abhlngigkeit die Grob- und Feinstruktur-
energie theoretisch von den Feinstrukturkonstanten 62 und C3 haben scllten.
lbertrigt man die Ergebnisse (A5-20,21) auf das erweiterte Impulsmodell mit
der verbesserten Energiegleichung, dann erhdlt man mit den Gleichungen

{3-80,94,105) folgende Abhingigkeiten vom isctropen Modell:

(s 2 R
£l /f/d?_ ~ 7{3 oo
/ ﬂl/((gq ’0’;1) Wandnihe
L 2
E e (3 /C—;_ ~ 3,.,3/ 7 Kanalmitte
1 2z

Beriicksichtigt man, daf das inhomogene Modell mit der Konstanten CIO eben-

so wie das isotrope Modell wirkt, dann erhdlt man die zusdtzlichen Ab-

hingigkeiten
Vo v
Ef fﬂ/ Cre
(6-5)
v—1

3 z 3
E ~ G /C'dc -~ ’4/((34 ?@ (-to)
Vergleicht man diese Ergebnisse mit den numerischen Ergebnissen fiir die

gesamte Turbulenzenergie

j— V! Ve ":Z—;.‘l
Eg = <EP + <E y=EDH(SE ) e

fiir K = 2 (Wandnidhe) bzw. fiir K = KM/2 = KMH (Kanalmitte) nach Abb. 14,
dann findet man die meisten Tendenzen korrekt wieder. An nur wenigen Stel-
len in dem weiten Parameterfeld treten Widerspriiche auf, offensichtlich
aufgrund zu kurzer Anlauf- und Mittelungszeiten. Die Konstante 03] des
Dissipationsmodells und der zugehdrige Korrekturfaktor ?g beeinflussen
{iber weite Bereiche die Energien nur sehr geringfiigig. Ihre Werte kidnnen
damit gemdf (3-95) und (3-105) ohne Anpassung benutzt werden. Der Keorrek=—
turfaktor ?g des isotropen Modells hat entsprechend (6-4) einen recht krdf-

tigen Einfluf auf die Energie. Und die Konstante C . des inhomogenen Mo-

dells wirkt besonders bei hohen isotropen Zahigkeiégn ( ¥y klein) gemiR
(6-5) sehr stark dimpfend auf die Energie, Bei peringen isotropen Zzhig-
keiten (7] groB) hat sie dagegen einen sehr geringen EinfluB. Aus der
tibereinstimmung der numerischen Ergebnisse mit denen nach den Abschitzun-—

gen (6-4) und (6-5) kann wenigstens qualitativ auf eine korrekte Behand-
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lung der Impulsfeinstrukturmodelle und der Energiegleichung im Rechenpro-

gramm TURBIT-2 geschlossen werden.

In Abb. 15 ist als Reprisentant der integralen Stromungsdaten die Abhingig-
keit von
- ¥y A—

= - /‘{ -
4 b{ 4: fiffduj#‘:> <i A :>' (6=7)
wiedergegeben. Bei hohen CIO- und ¥, -Werten tritt fast keine Abhingigkeit
von irgendeinem der Modellparameter auf und der Wert von &V liegt sehr
nahe dem aus den Experimenten von Nikuradse 1_1932_?, Barthels 1_196?_7,
Clark /71968 _7, Lawn / 1971_7, Hussain, Reynolds /[ 1975_7 und Rehme [ 1975b_7
abschitzbaren Wert

sV ~ 3, (6-8)

M
Zu einem coptimalen Parameterpaar (‘HJ,CIO) kommt man durch Vergleich der
drei Abh#ngigkeiten mit experimentellen Ergebnissen. Die in Abb. 14 einge-

tragenen Vergleichswerte

3.3

E
ges 2 (6=9)

0.85

Eges KMH

kénnen aus den Ergebnissen von Laufer /71954 7, Comte Bellot £-1965_7 und
Rehme 1_1975a,b_7 abgeschitzt werden. Die Schnittlinien der experimentellen
und numerischen Ergebnisse sind, als Geraden approximiert, in Abb. 16 iber

.t und Cio aufgetragen. Als optimales Wertepaar erh#lt man:

¢ = 2,0
1o (6-10)

* o= L

Diese Werte liegen allen Simulationen dieser Arbeit zugrunde. CIO hat in
diegem Bereich nach obigen Ergebnissen keinen starken Einflufl. Lediglich

der Wert von I} bewirkt empfindliche inderungen der numerischen Ergebnisse.

6.1.2.3.,2 Priifung des Temperaturmodells

Die Abhingigkeit der berechneten Temperaturfeider von den Temperaturfein-
strukturmodellen ist einfach abzuschitzen, da durch das Fehlen von Auf-
triebstermen keine Riickwirkung iiber die Energiegleichung besteht. Eine

Vergrdflerung der Feinstrukturwirmestrome wird eine Verringerung der Grob-



strukturtemperaturschwankungen bewirken und gleichzeitig die Temperaturpro-

file fiilliger machen. Dieser EinfluB wird bei groRen Prandtl-Zahlen griRer

sein, als bei kleinen,

Die Rechnungen zur Untersuchung dieser Tendenzen werden fiir Pr = 0,/ eben-
falls mit dem Netz K7 und bei der Reynolds-Zahl Re = 3'105 mit den in Tab.
12 angegebenen thermischen Randbedingungen durchgefiilhrt. Experimentelle

Vergleichswerte fir das Maximum des logarithmischen Temperaturprofils wer-—

den aus der Literaturifbersicht in Abb. 17 extrapoliert:

1]

-+ ( + ) .
= &0, (6-11)
Tae LY §000 2Y
und die zugehtirigen Temperatur—-rms—Werte werden der Literaturiibbersicht in

Abb. 18 entnommen:

<y (h=a7) = A% (6-12)

Bei der Berechnung der Temperatur-rms-Werte aus den numerisch simulierten
Temperaturfeldern wird der Feinstrukturanteil der Temperaturschwankungen

nach Anhang 6 (A6-1,2,10) beriicksichtigt.

Die numerischen Ergebnisse sind in Abb. 19 zusammengestellt, Die Konstante

CTID des inhomogenen Mcdells zeigt den erwarteten Einfluf zunehmender

Dampfung, d.h. Reduktion der rms-Werte und Reduktion des Temperaturmaximums

, " P
Iio® Auffallend ist, daB fiir Werte CTID ] kaum noch

ein Einflufl feststellbar ist, und daB alle Ergebnisse im Streubereich der

bei VergrdBerung von C

experimentellen Ergebnisse liegen (vgl. Abb. 17,18). Auch der Einfluf ven
U} aus dem isotropen Modell ist sehr klein. Eine VergriRerung von'ﬁ} fiihrt
ervartungsgemiB iiber die Verringerung von CT2 nach {(3-28) zu einer Vergrt-
Berung der Grobstrukturtemperaturschwankungen. Wegen der hohen Unempfind-
lichkeit der Ergebnisse gegen Anderung der Modellparameter wird fiir die
weiteren Rechnungen nahezu willkiirlich angenommen:

°r10 = ! (6-13)

BE

1
=
1
—
w
=~

Die Tests fiir fliissiges Natrium wit Pr = 0,007 werden ebenfalls mit dem

Netz K7 durchgefiihrt, jedoch fir die Reynolds-Zahl Re = 1,&-105 (Tab. 12).
Die Feinstrukturkcnstante CT2 gemif (3-55) liefert in diesem Falle im Zen-
trum des Kanals in 6 der 16 radialen Maschen den Wert Null. Nach der Kon-

vention {(3-114) und Kapitel 3.2.3.2 wird daher CTIO = 0 gesetzt. Der Ein-
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fluR des Faktors H} ist damit der einzig offene Parameter des Temperatur-
modells, Abb. 20 verdeutlicht, daf sein EinfluR trotz der Anderung um fast
drei GrdBenordnungen praktisch nicht feststellbar ist. D.h, auch bei Fliis-
sigmetallen kann der Wert ?ﬂr = ],4 nach (6~13) unverindert benutzt werden,
Eine Manipulation der numerischen Ergebnisse des Temperaturfeldes ist prak-

tisch nicht mehr sinnvell méglich.

Damit tritt bei allen Prandtl-Zahlen Pr 5 | eine erfreulich geringe Abhinig-
keit der simulierten Temperaturfelder von den Temperaturmodellparametern
auf. Diese mit dem numerischen Modell gewonnene Erfahrung stimmt qualitativ
mit der Abschitzung der Feinstrukturanteile der Temperatur- und Geschwindig-
keitsfelder fiir Pr 2= | nach (46-9) ebensc iberein, wie mit den experimen-
tell bestimmten Energie- und Temperaturspektren von Yeh, Van Atta £-I9?3_?
und Zarié / 1975_7.

6,2 Auswyertung numerischer Ergebnisse

6.2,1 Maschennetz— und Fallspezifikation

Die Maschennetze, die den Simulationen dieser Arbeit zugrunde liegen, rei-
chen von nur 2048 Maschen bis zu 32768 Maschen (Tab, 11). GrtBere Netze
wurden aus Rechenzeitgriinden nicht benutzt. Die Netze der in dieser Arbeit
diskutierten Fdlle haben in xB—Richtung die #dquidistante Aufldsung Ax g =
1/16, Die Aufliisung in Hauptstrdmungsrichtung variiert von Ax, = 1/8 bis
1/16, die in X,

weiten ergeben sich zusammen mit den gewihlten Zahlen IM, IM, KM fiir die

~Richtung von Ax, = 3/16 bis zu 1/16. Aus diesen Maschen-

Anzahl der Maschen in den drei Maschennetzrichtungen die Periodenléngen

X, = 2 bis 4, X, = | bis 3,bzw. die Periodenwinkel g = n/2 bis m(4-9,10).

Die mit diesen Netzen berechneten FiZlle sind in Tab. 12 zusammengestellc.
GCekennzeichnet sind die Fdlle durch das Maschennetz und durch den Namen

der Experimentatoren,deren Kanal- oder Experimentdaten, wie Radienverhdlt-
nis, Reynolds-, Prandtl-Zahl oder Rauhigkeit zum Vergleich herangezogen
werden. Der Fall K3 mit Netz K2.3 ist die Weiterintegration des Falls K3
von Schumann £_1973a_7. Die festgelegten Radienverhdltnisse tiberdecken

den Bereich von RI/RZ = 0,1 bis 1, die Reynolds-Zahlen den Bereich von

18 700 bis 300 000., und die Prandtl-Zahlen den Bereich wvon 0,007 bis 7.
Durch diese Parameterfestlegung k&nnen praktisch alle zur Veriiigung stehen-—
den Experimente zur Temperaturfeldauswertung (siehe Tab. 13) zum Vergleich

benutzt werden. Jedoch kinnen lediglich die Temperaturprofile verglichen



werden, da in den berechenbaren Kanilen keine {ibertragharen experimentellen

Daten zur Temperaturfeldstatistik bekannt sind.

Die in Tab. 12 eingetragenen Problemzeiten zeigen, daR in den meisten FdEl-
len iiber mehr als 3 Zeiteinheiten integriert wurde, so daB gewlhnlich ca.
eine Zeiteinheit zur Auswertung mit zeitlicher Mittelwertbildung zur Ver-
fiigung steht. Die Rechenzeiten erstrecken sich von 10 min big zu 18 Stun-

den.

Bei der Darstellung der Ergebnisse in den folgenden Kapiteln wird iiberwie-
gend nur der Fall "Z2,2-Ball" benutzt, weil bei dem Radienverhdltnis RI/R2
= 0,25 Vergleichsexperimente bekannt sind und gleichzeitig aber wegen der
relativ hohen Prandtl-Zahl (Pr = 0,7} und niedrigen Reynclds-Zahl {(Re =

25 000) hohe Anspriiche an die Feinstrukturmodelle, insbesondere an die

Energiegleichung, gestellt werden.

6.2.2 Auswertung der Geschwindigkeitsfelder

6.2.2.1 Glatte Kanile

Der Sinn dieses Kapitels soll es nicht sein, zu zeigen, daf TURBIT-2 sehr
gut experimentelle Ergebnisse wiedergeben kann. Dies wurde fiir die Ergeb-
nisse feiner Maschemnetze fiir TURBIT-I von Schumann 1_19?3a,b, 1975a,b_7
schon nachgewiesen, Vielmehr sollen hier nur die Einfliisse des verbesserten
Impulsfeinstrukturmodells aufgezeigt werden und die Richtigkeit in dem er-

weiterten Giiltigkeitsbereich nachgewiesen werden,

6.2.2.1.1 Qualitative Beurteilung der Impulsmodellverbesserungen

Eine qualitative Beurteilung der Ergebnisse kann anhand von Hohenlinien-
und Vektordarstellungen der berechneten Felder erfolgen. Filr den bespro-
chenen Fall Z2.2-Ball sind in Abb. 21 die Geschwindigkeitsschwankungnsfelder,
die Feinstrukturenergie, die gesamte Schwankungsenergie (6-6) und das zuge-
hérige Druckfeld in der R-Z-Ebene aufgetragen. Die H8henlinien zeigen beim
Geschwindigkeitsfeld die Werte der Geschwindigkeiten wvon ZEE an, wobeil
‘negative Werte gestrichelt dargestellt werden, und die Vektoren zeigen

nach Linge und Richtung (sie haben den Ursprung an den Knoten der Netzli-
nien) die Geschwindigkeitsschwankungen E&}’ = é&@ “-<SI¢>in der Zeichenebene
an. Die Hohenlinien beginnen bei Null. Das Hohenlinieninkrement 4 ist kon~
stant. SinngemiR gilt dies auch fiir die Hshenliniendarstellung der skala-

ren Felder.
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Die Abbildungen vermitteln den erwarteten Eindruck randemer Felder. Es sind
keine Symmetrien oder RegelmiRigkeiten zu erkennen, die erfahrungsgemif auf
Fehler oder auf Mingel im Korrekturfaktorsatz schliefen lassen wiirden. Die
Schwankungen sind in der Nihe der Winde grtBer als im Kanalmitte. Das Mini-
mum der Schwankungen liegt niher an der Innenwand des Ringspaltes (Rl).

Neu an diesen Ergebnissen ist, dal im Gegensatz zu den TURBIT~!-Ergebnissen,
in bereinstimmung mit experimentellen Erfahrungen ipz.B. Rehme 1975b_7,

die Energie an der Aufenwand hdher ist als an der Innenwand., Dies gilt auch

fir die berechnete Feinstrukturenergie.

Die Abb. 22 zeigt fiir denselben Kanal und Zeitpunkt die Geschwindigkeits-
und Gesamtenergiefelder in einem Schnitt senkrecht zur Hauptstrémungsrich-
tung. Auch diese Bilder lassen keine RegelmiBigkeiten erkennen und besti-

tigen die obigen Ergebnisse.

6.2.2.1.2 Quantitative Beurteilung der Impulsmodellverbesserungen

Der durch die HShenliniendarstellungen vermittelte Eindruck, daR die von
TURBIT-2 gelieferten Energieverteilungen physikalischen Tendenzen folgen,
wird auch durch die {lber lingere Zeiten ausgewerteten und gemittelten Er-
gebnisse zur Energieverteilung bestdtigt (Abb. 23}, Die Engergie Eges ist
auch im zeitlichen Mittel an der AuBenwand hiher als an der Innenwand. Auch
die Feinstrukturenergie ESGS = VE' (SGS = sub grid scale) zeigt einen ent-—

sprechenden Verlauf.

An diesem Beispiel muB auf zwei Probleme des Modells hingewiesen werden:
1. Die Feinstrukturenergie wird, bezegen auf die Experimente von Lircher
1-1976“7, etwas zu groR berechnet. Sie betrdgt 13-30% der Gesamtenergie,
sollte aber nach Lircher nur ca, 10% betragen. Unterstellt man, daB die
Feinstrukturenergie in TURBIT-2 tatsdchlich zu grof berechnet wird, so
erklirt dies die Notwendigkeit relativ groBer Werte (1.4) fir 31] und TrT.
GroRe Werte fiir diese Korrekturfaktoren vermindern den Einfluf der Fein-
strukturengerie auf die turbulente D&mpfung der Grobstruktur.,

2, Die Energieverteilung zeigt stets in der zweiten Masche von der Wand
ein Maximum (siehe Abb. 23), das nicht verifizierbar ist. Sehr ausgeprigt
wird dieses Maximum, wenn die Maschenweite A%, in Wandnihe sehr klein ge-
wihlt wird, Es wird vermutet, daB dies mit der Formulierung der Wandbe-—
dingungen zusammenh#ngt. Denn in den meisten Termen wird bisher angenom—
men, daf das Maschennetz den wandnahen Bereich mit abfallender Turbulenz

(viskose Unterschicht) nicht auflést. Dies ist auch der einzige ersicht-



- B§ -

liche Grund, warum TURBIT-2-1976 nicht auf Reynolds-Zahlen um die kritische

anwendbar ist.

Zusdtzlich zur Energie sind in Abb. 23 die Beitrige der drei Dissipations-—
terme (3-98,106,112) zur Gesamtdissipaticn eingetragen. Der Term 3 (3-112)
fiir die viskose Unterschicht ist hier erwartungsgem#f ohne EinfluB. Der Term
2 (3-106) fiir niedrige Reynolds-Zahlen ist etwa gleichbedeutend wie der Term
1 (3-98) fiir hohe Reynolds-Zahlen. In Wandndhe ist der Term 2 bestimmend,
offensichtlich durch die Inhomogenitdtserweiterung (C3l-f5. Man kann davon
ausgehen, daB die Einfiihrung des Termes 2 einzig dafiir verantwortlich ist,

daR TURBIT-2 fiir kleine Reynolds-Zszhlen sinnvoll anwendbar ist,

Bei der hohen Reynolds-Zahl des Falls K3, BRe = 2,5-105, hat der Term 2 des

Dissipationsmodells wie erwartet mur noch einen sehr geringen EinfluB (Abb.
24), Hier ist mit Ausnahme der Wandmaschen der Term | fér hohe Reynolds-
Zahlen dominant. Die berechneten Feinstrukturenergien sind, entsprechend
der Erwveiterung der Spektren zu hSheren Wellenzahlen, gegentiber der klei-

neren Reynolds—Zahl geringfligig angestiegen.

Die Abb, 25 zeigt Ergebnisse des hirtesten Tests, der mit TURBIT-2 durchge-
fithrt wurde. Es ist dies die Nachrechnung eines Ringspaltes mit dem Radien-
verhéltnis R /R,, wie ihn Rehme 5_1975b_7 vermessen hat, wobei 'nur’ das
Maschennetz Z9 benutzt wurde. Selbst bei den dabei entstehenden stark aniso-
tropen Maschen wird die Energieverteilung korrekt wiedergegeben und auch

der Schubspannungskorrelationskoeffizient

’ /
L AL, A3D (6-14)

ﬂ/{ﬂ-ﬁﬂ .’{‘i Irwy

i

Ky ug

der durch seinen nicht ganz glatten Verlauf auf einen zu kurzen Anlauf

schlieBen 14d8t, hat in der Aufllenzone einen horizontalen Verlauf. Dies ent-

spricht etwa den Experimenten von Brighton, Jones 1_1964_? und Durst £-1968_7,

widerspricht aber den Ergebnissen von Rehne £F19?5b_7. Der Ort der Nullschub-

spannung wird trotz der starken Asymmetrie gut wiedergegeben.

6.2.2.1.3 Vergleich von Geschwindigkeitsprofilen

Das zeitlich gemittelte Geschwindigkeitsprofil dieses Ringspaltes ist in
Abb. 26 mit dem experimentellen Ergebnis von Rehme £_1975b_?verglichen.
Beachtet man, daR die Simulation nicht Funktionswerte des Profils an einem

Ort liefert, sondern wegen (2-34) Flichemmittelwerte, und da diese wegen
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(4=24) im Bereich des logarithmischen Wandgesetzes niedriger als die ent-
sprechenden Funktionswerte sein miissen, und daR auBerdem in den Abbildungen
nur linear interpoliért wird, dann kann die Ubereinstimmung als sehr gut
bezeichnet werden, Dies gilt auch fiir den Ort des Ceschwindigkeitsmaximums,
den Absolutwert des CGeschwindigkeitsprofils (Tab. 14}, und den Reibbeiwert,

der zu diesem Zeitpunkt um nur 5 7 zu niedrig berechnet wird.

Das Geschwindigkeitsprofil des Falls Z2,2-Ball stimmt in der normierten
Darstellung (Abb. 27) ebenfalls sehr gut mit Experimenten von Ball 1_19?2_7
und Lee 1_1964_7 iberein, zeigt jedoch absolut nach Tab. 14 gegeniiber den
Ergebnissen ven Ball einen zu hohen Maximalwert und zu geringen Reibbeiwert.
Diese Abweichung mufl nach den Ergebnissen von Rehme 1_1975b_7 erwartet wer-
den und liegt wahrscheinlich in der sehr dichten Abstandshalterfolge (alle
20 Kanalweiten ein Abstandshalter) der Ball'schen Experimente begriindet.

Fiir die Richtigkeit der numerischen Ergebnisse spricht auBerdem die logarith-
mische Darstellung des Profils in Abb, 28, Das numerische Ergebnis folgt
{iber weite Bereiche dem gefilterten logarithmischen Profil (z.B. mach 4-24),
Die Maxima liegen in der Innenzone (YT ) unterhalb oder gerade auf dem theo-
retischen Profil, und im Aufenbereich klar dariiber, wie dies auch aus Expe-

rimenten bekannt ist /-z.B. Rehme I9?5b_?.

Diese Ergebnisse zeigen, zusammen mit der lbersicht und dem Vergleich nach
Tab. 14, daB das verbesserte Impulsmodell mit der erweiterten Energieglei-
chung die Erwartungen auch bei niedrigen Reynolds-Zahlen und bei schlecht

auflésenden Netzen, wie dies das Z9-Netz ist, erfiillt und Ergebnisse hoher

Giite liefert.

6.2.2.2 Einsei;iﬁrrauher Plattenkanal

Daff dieser hohe Qualititsstandard auch bei rauvhen Kanidlen und dem noch
schlechter sufltsenden Maschennetz K7 (Tab, 11) erreicht wird, wird an den
numerischen Ergebnissen flir einen von Baumann £_1976a,b,c_7 vermegsenen
einseitig ravhen Plattenkanal verdeutlicht. Die im Experiment benutzte
Rechteckravhigkeit wird aus den gemessenen Geschwindigkeitsprofilen in eine
dquivalente Sandrauhigkeit (h; = 465) umgerechnet, Die Reynolds-Zahl betrigt
194 900 (Tab. 12}.

In Abb. 29 sind die aus den numerisch simulierten Geschwindigkeitsfeldern
ausgewerteten Geschwindigkeits- und Schubspanmungsverteilungen aufgetragen.
Das berechnete logarithmische Geschwindigkeitsprofil ist steiler als das

theoretische nach (3-17). Aus der Steigung zwischen der zweiten und dritten
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Masche (wvgl. Abb, 28) von der Wand kann man die Steigung zu lfk%auhc: 3 ab-
schitzen, und aus den weiter innen liegenden Maschen den Wert 3,8. Baumann
1_1976c_7 findet experimentell ]/}&auh = 2.937. Das Geschwindigkeitsmaximum
und der Reibbeiwert werden his auf - 5% genau wiedergegeben (Tab, 15). Die
positiven Abweichungen der numerischen Ergebnisse gegeniber den experimen-—
tellen sind konsistent mit dem Unterschied zwischen endlichem (in xZ—Rich—
tung) Plattenkanal im Experiment und unendlichem Plattenkanal in der Rech-

nung.

Der Ort von Geschwindigkeitsmaximum und Nullschubspannung werden ebenfalls
mit dieser Cenauigkeit wiedergegeben (Tab. 15). Die geringfiigige Verschie-
bung beider Orte zur Kanalmitte hin wird durch die Gradientenansiitze (3-68,
85) fiir das inhomogene Impulsmodell verusacht (Abb. 29); tatsdchlich liegt
der Ort des Geschwindigkeitsmeximums und der Nullschubspannung sehr weit
auseinander, das Gradientenmodell andererseits impliziert, daB beide zusam—
menfallen. Der nichtlineare Verlauf der turbulenten Schubspannung l48t wie-
der darauf schlieBen, daB entweder die Strdmung noch nicht voll angelaufen

ist, oder aber daR die Mittelungszeit bei der Auswertung zu kurz ist,

Die Ergebnisse zeigen, daf das neue inhomogene Impulsfeinstrukturmodell zu-
gammen mit der insbesondere um den inhomogenen Anteil des Produktionsterms
(3-97) erweiterten Energiegleichung auch eine zuverlissige Behandlung rauher

Kanile zulift. Eine Modifikation der Korrekturfaktoren ist dazu nicht erfor-

derlich.

6.2.2.3 Einseitig_peilweise rauher Plattenkanal mit Sekundirstrémung

Durch die erweiterte, allgemeine Formulierung der Gradientenansitze (3-8,
68) fiir die inhcmogenen Modellanteile und durch die Mdglichkeit, von der
xz—Richtung abhingige Randbedingungen vorzugeben, kdnnen mit TURBIT-2 die
Einfliisse von Sekundirstrimungen rechnerisch untersucht werden. Eine sol-
che Rehnung wurde mit dem sehr schlecht aufldsenden Maschennetz K8 (Tab. II)
fiir einen Plattenkanal mit der Pericdenlinge XZ = 3 durchgefiihrt. Zum qua-
litativen Vergleich werden die Experimente von Hinze / 1973 _/ an einem
Plattenkenal mit dem Seitenverh#ltnis 5:1 herangezogen. In beiden Fillen ist
eine Wand glatt, und die andere in drei Streifen unterteilt, rauh—glatt-

rauh (Fall K8-Hinze in Tab. 12).
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6.2.2.3.1 EinfluB auf die turbulenten Geschwindigkeitsfelder

In Abb. 30 8ind in Vektor- und Héhenliniendarstellung iGber kurze Zeiten
gemittelte Geschwindigkeits— und Schubspannungsfelder aufgetragen. Die
Hihenlinien der Hauptstrimungsgeschwindigkeit <;!E}:> peigen nicht ein Maxi-
mm in der Symmetrieebene im glatten Bereich, sondern zwei Maxima an den
Grenzen zwischen den glatten und rauhen Bereichen, wie dies auch Hinze ge-
funden hat. Bewirkt wird dies durch die gich einstellende Sekundirstrdmung
(Vektoren in Abb. 30). Sie fihrt in Wandnihe von den Gebieten hherer Wand-
schubspannung (rauhe Bereiche) zu dem Gebiet niedrigerer Wandschubspannung
(glatter Bereich), treffen in Kanalmitte aufeinander und fihrem veon dort

zur gegeniiberliegenden glatten Wand i_Wang, Nickerson 1972, Hinze 1973_7.
Das auf diesem Wege transportierte Fluid wmit niedrigem Impuls aus dem rauhen
Wandbereich verhindert in der Symmetrieebene den Aufbau hsherer Geschwindig-
keiten. Die Geschwindigkeitsmaxima treten deshalb in Bereichen niedriger Se-
kundirstrdmungsgeschwindigkeiten in den Grenzbereichen zwischen glatt und
rauh auf.

Die Héhenliniendarstellungen der radiazlen (C#ﬁigﬁé} ) und azimutalen (ZE{%E})
turbulenten Schubspannungen zeigen, daB die SekundidrstrBmung nicht aur Im—
puls, sondern auch komplexere Turbulenzeneigenschaften, wie die Korwelation
zwischen Geschwindigkeitsschwankungen, {iber gr&8ere Entfernungen transpor-—
tieren kann. So ist z.B., die radiale Schubspannung im Bereich der eingezeich-
neten Pfeile iiber mehr als die halbe Kanalweite konstant. Auch dies wird
durch die Messungen von Hinze 1-1973_7 in der Symmetrieebene bestdtigt. In
der azimutaler Schubspannung ist dies weniger deutlich, Sie wird durch aus-

geprigte Extremwerte an Orten groRer azimutaler Geschwindigkeitsgradienten

geprigt.

Die Verzerrungen der Geschwindigkeitshdhenlinien und der Hshenlinien der
radialen Schubspannung weisen fast ausnahmslos in die Richtung des lokalen
Sekundirstrdmungsvektors, Damit kann bei bekanntem Hauptstrémungsgeschwin-
digkeits- oder Schubspannungsfeld das zugehrige Sekundﬁrstrﬁmungsfeld

gualitativ extrapoliert werden,

In wie weit das zu diesem Zeitpunkt dargestellte Sekundirstrdimungsmuster
mit dem iiber lange Zeiten gemittelten Muster {ibereinstimmt oder nicht,
muf offen bleiben. Es ist zumindest nicht anzunehmen, daB aneinander an-
grenzende Wirbel im zeitlichen Mittel gegensinnig drehen., Vielleicht ist
dies nur ein Momentaneffekt cder auf die sehr groBe Maschenweite Ax, =

3/16 zuriickzufithren. Fir phidnomenclogische Turbulenzenuntersuchungen sind
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aber gerade solche momentanen Abweichungen von den statistischen Gleichge—

wichtezustinden sehr niitzlich.

6.2.2.3,2 EinflupR auf die turbulenten Temperaturfelder

Die Auswitrkungen der Sekunddrstrimung auf das Temperaturfeld sind vergleichs—
weise gering (Abb. 31). Die Erklidrung der auftretenden Anomalien kann jedoch
nur unter Einschlul der Sekundirstrémung erfolgen. So mifite bei den hier
gewihlten Temperaturrandbedingungen, konstante Wandtemperatur und interne
Warmequelle im Fluid (siehe Tab. 12), das Temperaturmaximum im Bereich des
gschlechteren Wirmeilbergangs an die Wiénde, d.h., in der Symmetrieeebene im
glatten Bereich auftreten. Dag das Maximum dort nicht auftritt liegt da-
ran, daB die oben beschriebene Sekunddrstrdmung kdlteres Fluid aus dem
ravhen Wandbereich in die Symmetrieebene transportiert und dadurch dort

eine sehr effektive Kihlung hervorruft.

Vergleicht man das Temperaturfeld mit dem Sekunddrstrimungsfeld, dann er-
kennt man, daB die Temperaturmaxima in Wirbelkernen auftreten, d.h. an Stel-
len, an denen die Sekundérstrémungsgeschwindigkeiten sehr niedrig sind. Die-
ses Phinomen des schlechten turbulenten Wirmetransportes aus dem inneren
ortsfester Wirbel ist aus den Experimenten zur Untersuchung des Temperatur-—
feldes hinter Blockaden in Reaktorbrennelementen bekannt i-Gratzbach 1972,

Kirsch 1974 /.

Beziiglich der Verzerrung der Hohenlinien von Temperatur— und turbulenten
Wirmestromfeldern gilt dasselbe, wie bei den Geschwindigkeitsfeldern. Auch
an diesen Hohenlinien ist, wenn auch wesentlich schwicher, die Richtung

der lokalen Sekundirstrimung ablesbar.

Die phinomenologischen Ergebnisse zur Auswirkung von Sekundirstromungen
stehen in recht guter Ubereinstimmung mit experimentellen Ergebnissen. Es
erwveist sich als entscheidender Vorteil der numerischen Simulatien, dafl zu
jeder Zeit alle Informationen uber die rHumliche Struktur des Strémmgsfel-

des zur Auswertung zur Verfiigung stehen.

6.2,3 Auswertung der Temperaturfelder

Die puten Ergebnisse der berechneten Geschwindigkeitsfelder und die hohe
Unempfindlichkeit der berechneten Temperaturfelder gegeniiber dnderungen
der Modellparameter (siehe Kap. 6.1.2.3.2) lassen auch sehr zuverldssige

Ergebnisse fiir die turbulenten Temperaturfelder erwarten. Dieser Nachweis
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wird durch Vergleich numerisch ermittelter Temperaturprofile mit experimen-
tell ermittelten etbracht. Zusitzliche Ergebnisse der statistischen Auswer-—
tung der turbulenten Temperaturschwankungen finden zwar keine direkt ver-

pleichbaren experimentellen Ergebnisse, lassen aber demnoch nach Vergleich
mit Daten aus Rohr- und Plattenstrbmungen auf eine korrekte Temperaturfeld-

simulation schlieBen.

6§.2.3.1 Vergleich von Temperaturprcfilen

Ein Vergleich berechneter und experimentell ermittelter Temperaturprofile
wird fiir das Fluid Luft (Pr = 0,7) mit den Ergebnissen filir den Z2.2-Ball-
Ringspalt und den K2.2-Hsu-Plattenkanal (Tab. 12) durchgefihrt, d.h. fiir
Fille, bei denen das inhomogene Temperaturmodell von Bedentung ist und bei
denen die Wandbedingungen {iber die logarithmischen Profile nach (4-18,21)
benutzt werden. Und als Beispiel fiir eine lineare Wandbedingungsformulie-
rung bei gleichzeitigem Verschwinden des inhomogenen Modells wird fiir das
Fluid Quecksilber (Pr = 0,0214) ein Vergleich mit dem Z9-Dwyer—-Ringspalt-
Ergebnis (Tab. 12) durchgefiihrt, Damit kdnnen fast alle direkt vergleich-

baren experimentellen Ergebnisse nach Tab, 13 benutzt werden.

Die Abb. 32 zeigt den Vergleich zwischen dem flir den Fall 22.2-Ball berech~
neten Temperaturprofil und den experimentellen Ergebnissen von Ball 1-19?2_7,
Lee 1_1964_7 und Barrow 1_1957_7. Die Ubereinstimmung mit den Ergebunissen
von Lee und Barrow ist ausgezeichnet, Die Abweichung von dem Ball'schen
Profil ist allerdings recht erheblich. Die Griinde hierfiir sind wahrschein-
lich wie beim Geschwindigkeitsprofil nach Kap. 6.2.2.1.3 in der sehr kurzen
Abstandshalterfolge und in dem mit 29 Kanalweiten recht kurzen thermischen
Einlauf der Ball'schen Experimente zu suchen. Ahnlich fiillige Prefile wurden
von Nishihara und Ohtsubo £_1969_7 bei mangelhaftem thelrmischen Einlauf in

Rohren gemessen.

Fiir die Richtigkeit des numerischen Ergebnisses spricht auch die logarith-
mische Auftragung des Temperaturprofils in Abb. 32, Das numerische Ergebnis

folgt stiickweise dem logarithmischen Wandgesetz., Der Maximalwert liegt mit

r* = 20,21 an der Stelle Y|
max 1

gut mit der Literaturilbersicht in Abb. 17 Ubereinstimmt. Die aus den Profi-

X 1330 etwas iiber dem Wandgesetz, was sehr

len nach (2-24,25) berechnete Nusselt-Zahl liegt im Bereich der experimen-

tellen Ergebnisse (Tab, 14).

Fiir das Wirmedurchgangsproblem des K2,2-Hsu-Plattenkanals ist der Vergleich
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der numerisch und experimentell i—Hsu u, a. I956_7 ermittelten Temperaturpro-
file in Abb. 33 dargestellt. Die Ubereinstimmung ist nur befriedigend, weil
die experimentellen Ergebnisse durch Naturkonvektionseinfliisse nicht symme-
trisch sind. Um dies zu verdeutlichen, sind in der Abbildung die zur cberen
und unteren Wand geh&rigen Temperaturprefile an nur einer Wand zusammenge-

zeichnet. Das numerische Ergebnis liegt zwischen beiden Profilen.

Die Abb. 34 zeigt den Vergleich der experimentellen Ergebnisse von Dwyer
u.a. £w1976_7 mit den numerischen Ergebnissen des Z9(!)-Dwyer—Ringspaltes
(Tab. 12). Selbst bei diesem schlecht auflésenden Netz ist die Ubereinstim-
mung der beiden Profile beachtlich, Das Abschalten des inhcmogenen Modells

nach (3-114) scheint hierdurch gerechtfertigt zu werden.

Etwas fragwiirdig erscheint jedoch das Ergebnis fir die Nusselt-Zahl (TIab.
14), verglichen mit dem Ergebnis des Z2.2-Dwyer—Ringspaltes mit niedrigerer
Reynolds-Zahl, oder verglichen mit den Ergebnissen der empirischen Beziehung
von Barthels £-1967_7. Offensichtlich liegt das Abschaltkriterium fiir das
inhomogene Modell zwischen den Peclet-Zahlen und Maschennetzen der Fdlle

79— und Z2,2-Dwyer, Diese Erfahrung liegt durchaus im Bereich der in Tab. |

angegebenen Mindestmaschenzahlen zur Aufldsung aller Temperaturschwankungen.

Insgesamt gesehen fillt der Vergleich der Temperaturprofile mit experimen-

tellen Ergebnissen in allen drei Fédllen recht gut aus.

6.2.3.2 Auswertung der Temperaturschwankungsfelder

6.2.3.2.1 Qualitative Beurteilung

Fiir die qualitative Beurteilung der Temperaturschwankungsfelder T' = T -

< T » werden Hthenliniendarstellungen der Felder benutzt, In Abb, 35 sind
fiir die drei Z2.2-Ringspalte (Tab. 12) Ball (Pr = 0,7), Dwyer (Pr = 0,0214)
und Weinberg (Pr = 0,007) die Temperaturschwankungsfelder in der Z-R-Ebene
-Ebene) dargestellt. Schnittebene und Zeitpunkt fiir den Fall Ball

(= x,-x

1 73
stimmen mit denen von Abb. 21 iiberein, ebenso stimmen diejenigen von Abb. 36

und Abb. 22 iberein.

Die Temperaturfelder erscheinen in allen drei Féllen random und zeigen keine
regelmifigen Strukturen. Die Temperaturschwankungen sind jeweils an der be-
heizten Innenwand gréBer als an der adiabaten AuBenwand. Die HShenlinien
zeigen eine Tendenz zu einer schrigen Ausrichtung gegeniiber beiden Winden.

Diese Ausrichtung wird durch die gleiche Ausrichtung des Geschwindigkeits-—



- 93 -

feldes nach Abb. 21 hervorgerufen und ist wahrscheinlich auf das Auftreten

einzelner Burst-Ereignisse / Hinze 1975_/ zurlickzufithren.

Der EinfluB der molekularen Prandtl-Zahl entspricht qualitativ der Darstel-
lung in Abb, 18, d.h. mit zunehmender Prandtl-Zahl werden die Temperatur-
schwankungen gréBer, was an dem zunehmenden Hohenlinieninkrement A erkenn-
bar ist. AuBerdem riickt bei zunehmender Prandtl-Zahl der Ort maximaler Tem-
peraturschwankungen niher an die beheizte Wand, und die ridumliche Ausdehnung
der Temperaturschwankungen nimmt ab. Diese Einfliisse sind auch aus der Hohen—
liniendarstellung fir die R~¥-Ebene ersichtlich (Abb. 36}. Zusdtzlich folgt
hieraus, daB die rdumliche Ausdehnung der Temperaturschwankungen auch in der

Y -Richtung abhéngig ist von der Prandtl-Zahl.

Beide Abbildungen (Abb, 35 u, 36) bestitigen die qualitative Argumentation

des Prandtl-Zahleinflusses auf die Temperaturfelder gem#f Kap. 2.6 und Kap.
3.2.3.2 und unterstreichen den Wunsch, die Normierungsflédche Frg des inhomo-
genen Temperaturfeinstrukturmodells (3-13,63) in Abhingigkeit von der Prandtl-

Zzhl fermulieren zu kdnnen.

6.2.3,2.2 Statistische Auswertung der Temperaturschwankungsfelder

Die starke Abhingigkeit der rdumlichen Ausdehnung der Temperaturschwankungen
von der Prandtl-Zahl 14Rt eine entsprechende Abhingigkeit der Zweipunktekor-
relationen der Temperaturschwankungen Rp. {analog zu (3-65)) erwarten, und
zwar derart, daR die Lingen, iber die die Temperaturschwankungen miteinan-
der korreliert sind, zusammen mit der rdumlichen Ausdehnung der Temperatur-
schwankungen zunnehmen. Die in Abb. 37 fiir die Kanalmitten wiedergegebenen

Zweipunktekorrelationen tiber der HauptstrSmungsrichtung

R (AX ) <T{xn X?-tXZ) Tf(x4+ax4r erxﬁ)>
TT g - <T’(x,”Xzf X;) Trxcj ¢ Xz § X3)>

{

{6-15)

bestitigen diese Erwartung. Die Korrelationen fallen mit abnehmender
Prandtl-Zahl weniger rasch ab. Fiir den Fall'Weinberg folgt daraus, daf we-
gen des stark negativen Wertes von Ry, bei Z = X]/2 die Periodenldnge X,

zu kurz gewshlt wurde. Eine Auswirkung dieser zu kurz gewdhlten Pericdenlén—
ge ist bei keiner der ibrigen auvsgewerteten staistischen GriBen dieses Fal-
les feststellbar. Dennoch sollte vorsichtshalber bei zukiinftigen Rechnungen

fiir Fluide sehr kleiner Prandtl-Zahlen Xy gréfler gewdhlt werden,



Die zu den drei Fdllen gehdrigen Profile der rms-Werte der Temperaturschan-
kungen (Abb. 38) bestidtigen die Ubrigen durch die Hbhenliniendarstellungen
vermittelten Eindriicke quantitativ: Mit zunehmender Prandtl-Zahl nehmen die
Maximalwerte der rms-Werte zu und wandern niher an die beheizte Innenwand

des Ringspaltes. Der Maximalwert im Fall Ball entspricht den Ergebnissen

der Empfindlichkeitsstudie mit dem Netz K7 (Abb, 19), Er stimmt damit gut

mit experimentellen Daten in Rohren oder an Platten {iberein. Die Ergebnisse
fiir die beiden Fliissigmetallstrdmungen zeigen dagegen beim direkten Vergleich
mit der Experimentiibersicht in Abb., 18 keine gute Ubereinstimmung. Auch nioht
beim K2.2~Fuchs-Plattenkanal é_Grﬁtzbach !976_7. Sie liegen mit T oms max
(Pe=350)2 0,3 und T s max (Pe=1070) % | iiber den experimentellen Ergebnis-
sen. Die Uhereinstimmung wird recht gut, wenn fiir die tbertragung der nume-
rischen Ergebnisse die um den Faktor 2 grifRere mit dem bydraulischen Durch-

messer Dh=2D gebildete Peclet-Zahl benutzt wird,

Eine Bestidtigung fir die Glaubwiirdigkeit der numerischen Ergebnisse des Tem
peraturteiles von TURBIT-2, und damit auch eine Bestitigung fiir die Richtig-
keit der Verwendung des hydraulischen Durchmessers bei obiger Dateniibertra-—
gung, liefern die Ergebnisse fiir den Wiremstromkreuzkorrelationskoeffizien—
ten RU'T' (analog zu 6~14), Dieser 1st nach Abbk. 19 sehr stark durch die

rms-Werte der Temperatur beeinfluft. Er liegt selbst im Falle K7(!)~Hsu in-
mitten experimenteller Ergebnisse (Abb. 39) fiir Luftstrdmungen. Im Falle

Z22,2-Weinberg (Natrium) verliuft R o ebenfalls weitgehend horizontal und
11
3

hat eine Grife, die der der Ergebnisse filr Luft entspricht. Selbst beim

fberschreiten des Ortes des Geschwindigkeitamaximums bei R=0,74 (vgl. Abb,
27) und Anndherung an die adiabate AuBenwand #ndert Ru'T' seine Grile nur
unwesentlich, Daraus darf, auch ohne daR vergleichbare experimentelle Er-~
gebnisse bekannt sind, auf die Richtigkeit der fiir Fliissigmetallstréimungen

berechneten Temperatur-rms-Werte geschlossen werden.

6.2.3.3 Berechnung turbulenter Austauschgrifien

Bei der thermchydraulischen Auslegung von Reaktorbrennelementen mit stati-
stischen Turbulenzmodellen, z.B. den Rechenprogrammen VERA und TERA £—Mey-
der 1975_7 werden u.a. Informationen itber die turbulente Prandtl-Zahl Prt
bendtigt, die als Verhdltnis von turbulenter Austauschgréfe fiir Impuls €n

zu der fir Wirme € definiert ist;
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P, = £ /&,
<l >

Enmns [ Ens

EMH = — v -
“3 . (6—16)
%d,< >
< Tr.&ﬂar>

e <75

Einige dieser Austauschgr8fien kénnen aus den numerischen Ergebnissen von TUR-

BIT-2 berechnet werden.

6.2,.3,.3.1 Radialer Austausch

Erste Ergebnisse zu den radialen turbulenten Austauschgrifen Prt, €.13 und
€43 wurden mit dem Rechenprogramm EDDY beil ReT = 100 gewonnen i Grdtzbach,
Schumann 1974, Grdtzbach u.a, 1975 /. Zur Simulation turbulenter Striémungen
wurden Anfangswerte (Abb. 40) verwendet, bel denen einer parabclischen Haupt-
strdmung 2- bzw. 3-dimensionale Wirbelfelder z.B. gemiB Shlanchyauskas 1“1973_7
iberlagert sind. Wie in einer turbulenten Strémung wird dadurch Impuls und
Enthalpie einerseits durch die molekulare Diffusion und andererseits durch
Konvektion transportiert. Es ergab sich, daR bei einem beziiglich der Turbu-
lenz zweidimensionalen Str¥mungszustand, d.h. die Wirbelrotationsgeschwindig-
keit w ist in Z-Richtung konstant, daR fir diesen Zustand die turbulente
Prandtl-Zahl identisch eins ist und daB bei dreidimensionalem Turbulenzzu-
stand, d.h., mit w = £(Z) und bei einer meclekularen Prandtl-Zahl Pr = 1 die
turbulente Prandtl-Zahl merklich kleiner als eins i1sat. Da Turbulenz zber im-
mer dreidimensienal ist, folgt daraus das bekannte Ergebnis, daRf selbst bei

Pr = | die Reynolds~Analogie nicht zutrifft i_Hinze 1959_7.

Es wird hier die immer wieder auftauchende Frage aufgeworfen, ob es miglich
ist, turbulente Straﬁungen z.B. iiber die Wirbeltransportgleichung numerisch
nuy 2-dimengional zu simulieren. Sinnvolle turbulente AustauschgrdBen kann man
bei Auswertung einer 2-dimensicnalen numerischen Simulation nach diesen Er-

gebnissen offensichtlich nicht berechnen.

Ergebnisse der aufwendigen dreidimensionalen numerischen Simulation mit TUR-
BIT-2 sind fiir die beiden Fliissigmetallfille Z2,2-Dwyer und -Weinberg in Abb,
41 gegeniibergestellt. Im Falle Dwyer nimmt die WirmeaustauschgréBe ey

von innen nach aulen um etwa 107 zu und es ist €n ™ Ep Da der Vexlauf von

€, trotz adiabater AuBenwand qualitativ dem Verlauf in Rohren oder Platten-
kanslen mit beidseitiger Wirmezu— und -abfuhr entspricht, kann man aus die-

sem Ergebnis schliefien, daB e_ weitestgehend unsbhingig von der Art der

h



thermischen Randbedingungen ist. Dieses Ergebnis ist wegen der starken Ab-
hingigkeit der Temperaturschwankungsfelder von den Randbedingumgen (s.Abb.
35) nicht gerade einsichtig. Die Impulsaustauschgrife € ist an der Innen-
wand geringfiigig kleiner, als an der AuBenwand, was dazu fiihrt, dai Prt an
der Innenwand bei ca. 0.% liegt, und auBen bei 1,05, Dies stimmt sehr gut
mit den experimentellen Ergebnissen zu ¢, und den Abschitzungen von Prt wvon
Dwyer u.a. / 1976 _/ iberein. Allerdings wiirde man sich hier etwas lingere
Mittelungs— und demit Simulationszeiten wiinschen, um glattere Kurvenverldu-—

fe wvon Em zu bekommen,

Dies betrifft auch die Ergebnisse zum Fall Weinberg. Hier, bei Natrium, ist
die Wiarmeaustauschgroie Eh durch den grioferen molekularen Wirmetransport we-—
gentlich kleiner als die ImpulsaustauschgriBe. Beide hingen wegen des gerin-
geren Radienverhiltnisses stdrker vom Wandabstand ab. Die Werte sind innen
niedriger als auBen. Bei vielen Experimenten beobachtet man mit zunehwendem
Wirmestrom ein umgekehrtes Ergebnis zu € z_z.B. Ball 1972_7, was auf eine
erhthte Tutrbulenzproduktion durch Auftriebskrifte an der beheizten Wand zu-
riickgefiihrt werden muf, aber bei der Interpretation und Modellumsetzung der
Ergebnisse oft nicht bericksichtigt wird, Die aus dem geglitteten e Verlauf
berechneten turbulenten Prandtl-Zahlen reichen von 1.7 an der Innenwand bis
zu 1.85 an der AuBenwand. Sie liegen damit auch beim Ringspalt in einem Be-
reich wie man ihn von Rohren her kennt / Fuchs 1973_7. Fir den K2.2-Fuchs-

Plattenkanal erhilt man ebenfalls Prt = 1,7-1.8 luﬂrﬁtzbach 1976_/,

6.2.3.3.2 Azimutaler Austausch

Die Auswertung der azimutalen Austauschgrifien €l 2 oder €42 nach (6-16) aus
den numerischen Simulationen trifft aus Rechenzeitgriinden auf erhebliche
Schwierigkeiten. Es gelingt bei den bisher realisierten Problemzeiten der
Fille mit azimutalem Gradienten in den u,” bzw. T-Feldern (K8-Hinze und Z9-
&w(ﬁﬁ) nicht die sehr kleinen Effekte zuverlissig auszuwerten. Die zur Ver-
fiigung stehenden Mittelungszeiten sind vermutlich um eine bis zwei Grifen—
ordnungen zu kurz. Die Wirkung der azimutalen Austauschvorginge kann jedoch

qualitativ an den vorliegenden beiden Fdllen untersucht werden.

Fiir den Hinze-Plattenkanal mit Sekundirstrdmung (Abb. 30 u. 31) wurde im
Kapt. 6.2.2.3 gezeipt, daB die Sekundirstrimung zu einer Verzerrung der
Geschwindigkeits— und Temperaturfelder fithrt, und daB die turbulenten Schub-
spannungen und WdrmestrOme stets mit solchen Verzerrungen korreliert sind

und von der Sekundirstrimmg transportiert werden., Daraus muBf man zwangs-
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13ufig folgern, daf beim Auftreten von SekundirstrSmungen auch die turbulen-
ten Austauschgrifen beeinfluft werden und in gewissem Umfang als transportier-
bare Strémungsgrdfe zangesshen werden kinnen. Ob der turbulente Austausch ver-—
stirkend oder ausgleichend wirkt, ist aus den HBhenliniendarstellungen schwer-—
lich feststellbar. Einige Bereiche, z,B. in Wandndhe zwischen X, = C und

x, = 0,6, lassen den Schluf zu, daR der turbulente Transport dem Transport

2
durch die Sekunddrstrdmung entgegenwirkt und diesen auszugleichen versucht.

Die Ergebnisse fiir den Fall Z9—QW(T) nach Abb. 42 lassen ebenfalls nur unsi-
chere Schliisse zu, obwohl hier keine Sekunddrstrdmung auftritt, sondemn

eine Natriumstrémung mit einem vom Winkel ¥ abhingigen Wandwirmestrom &w(ﬁb
simuliert wurde. Das Temperaturprofil war zu einem fritheren Zeitpunkt (T ==
3.4) nahezu so symmetrisch wie der Wandwidrmestrom, Es wurde durch turbulenten
konvektiven Wirmetransport in der Grobstruktur so gestdrt, daR zum dargestell-
ten Zeitpunkt die Temperaturmaxima Tmax (Y ,R=const.) bei ¥<45° liegen und
die Temperaturen bei ¥ = 60-90° zu niedrig sind.

Der radiale Wirmestrom <:u§T')' wirkt dem Temperaturminimum in diesem Winkel-
bereich durch einen relativ hohen WHrmestrom in den AuBenwandbereich und durch
einen entsprechend niedrigeren im Bereich der Temperaturmaxima entgegen. Der
azimutale Widrmestrom < u;T') ist von derselben GriRenordaung. Er wirkt durch
den (positiven) Transport sus dem Gebiet der Temperaturmaxima und durch den
(negativen) Transport aus dem Gebiet hcher radialer Wirmestrdme zur Symmetrie-
linie hin ebenfalls susgleichend., Interessant ist dabei die Feststellung,

daB zu diesem Zeitpunkt die Wirme in Kanalmitte beim Transport wvon Y 90°

4] ] ' .
nach f= 60 gegen den Temperaturgradienten trangportiert wird.

Damit wird deutlich, daR wegen der Langfristigkeit solcher Ausgleichsvorgdn-
ge, wegen der grofen Korrelationslidngen bei kleinen Prandtl-Zahlen und we-
gen der geringen Gr&Be der auszuwertenden Effekte wie bei einer experimen-
tellen Bestimmung ebenfalls groBe Mittelungszeiten erforderlich sind, um die

azimutalen Austauschgréfen zuverlZssig zu berechnen.

6.2,3.4 SchluBfolgerungen aus den Temperaturfeldauswertungen

Die mit den zur Verfiigung stehenden Problemzeiten sinmvoll auswertbaren Er-
gebnisse der Temperaturfeldsimulationen sind sehr zuverlidssig. Dies gilt
inshesondere bei Prandtl-Zahlen um eins, wo das Temperaturfeinstruktur-
modell vollsti#ndig benutzt wird, und bei sehr kleinen Prandtl-Zahlen, wo
durch die Aufldsung aller relevanten turbulenten Temperaturschwankungen

das Modell nicht benutzt wird. lm Bereich dazwischen treten kleinere
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Unstimmigkeiten auf, die auf das diskontinuierliche Abschalten des inhomoge-—
nen Modellanteils zurilickzufiihren sind. Eine Verhesserung ist mit Unter-—
stiitzung der eigenen numerischen Ergebnisse iber zusitzliche Auswerterech-

nungen oder {iber (2-44) wie in {A6-10) denkbar.

Die bekannten Probleme der Gradientenmodelle filhren beim inhomogenen Tempe-
raturfeinstrukturmedell nur bei gleichzeitig groBen Prandti-Zahlen, groRen
Maschen und asymmetrischen thermischen Randbedingungen, wie z.B. bei einem
Wirmedurchgangsproblem oder bei einer adiabten Wand, zu kleineren Interpre-
tationsschwierigkeiten. Besonders beim Wdrmedurchgangsproblem 1l#8t das Ver—
schwinden des inhomngenen Modells am Ort des Geschwindigkeitsmaximums (3-13)
zu hohe Temperaturschwankungen an dieser Stelle zu. Die eleganteste Abhilfe
hierfir wire ein inhomogenes Mgdell auf Transportgleichungsbasis, wenn nicht

auf sehr unsichere empirische Daten zuriickgegriffen werden miiRte.

6.2.4 Augwertung der Druckfelder

Das turbulente Druckfeld muB zwangsldufig bei der Berechnung der turbulenten
Geschwindigkeitsfelder berechnet werden (Kap. 4.2.2). Es steht damit ebenfalls
zur statistischen Auswertung zur Verfiigung, Die Auswertung turbulenter Druck-
felder gewinnt in letzter Zeit an Bedeutung, da sich der turbulente Druck als
der Schliissel zur Untersuchung von Turbulenzstrukturen herausstellt quinze
1975_/.

6.2.4.1 Qualicative Beurteilung der Druckfelder

Eine Momentaufnahme des turbulenten Druckes in der R-Z-Ebene ist in Abb. 2I
fiir den Z2.2-Ball-Ringspalt aufgetragen. Die Druckschwankungen sind in Wand-
ndhe grofRer als in Kanalmitte. Auffallend ist, daB die riumliche Ausdehnung
der Druckschwankungen,verglichen mit denen der Geschwindigkeitsschwankungen,
relativ grof ist. Eine eindeutige Korrelation zwischen Druck~ und Geschwin-
digkeitsschwankungen oder Energie kann mit Ausnahme des einen Burst—-Ereig-

nisges in der AuBenzone bei Z 22 1.5 nicht festgestellt werden.

6.2,4,2 Quantitativer Vergleich mit Experimenten

Ein quantitativer Vergleich der berechneten Druckprofile (Abb. 43) mit den
experimentellen Ergebnissen von Patterson u.a. 1_1967_7 fiir eine Rohrstrd-
mung zeigt beim K2.2-Hsu und Fuchs-Plattenkanal eine gute Ubereinstimmung.
Vergleichbare Druck-rms-Werteprofile sind mir nicht bekannt. Jedech 1liBt

der dem Energieprofil entsprechende Verlauf und die gute Ubereinstimmung
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der Wandwerte mit den experimentellen Ergebnissen p = 2,64 / Willmarth,
Wrms -
Wooldridge 1962_/ und Pirms - 2,6 / Elliot 1972_/ keine Zweifel an der Glaub-

wirdigkeit der numerischen Ergebnisse zu.

6.2,4.3 Auswertung fir einen Ringspalt

Ein entsprechender Vergleich fiir den 22,2-Ball-Ringspalt (Abb, 44) kann we-
gen des Fehlens experimentelier Daten nicht durchgefiihrt werden, Man stellt
fest, daR die Druck-rms-Werte entsprechend der héheren Turbulenzenergie an
der AuBenwand (vgl. Abb., 23) dort hdhere Werte annehmen als an der Innenwand,
und daB das Druckprofil an der AuRfenwand ebenfalls hdhere Werte liefert als
an der Innenwand. Letzteres stimmt qualitativ mit der Abschitzung des "sta~
tischen" Druckes aus den Geschwindigkeits-rms-Werten von Brighton, Jones
1‘1964_7 liberein. Die Autoren komten allerdings ihre Abschitzung aufgrund
von Mefungenauigkeiten nicht experimentell verifizieren. Es muf angenommen
werden, daf die Asymmetrie des turbulenten Drucks, hervorgerufen durch die
Asymmetrie der Geschwindigkeitsfluktuationen, bei asymmetrischen Kanilen u,a.
dafiir verantwortlich ist, daR der Ort von Nullschubspannung und Geschwindig~

keitsmaximum nicht zusammenfallen.

Die Zweipunktkorrelationen R (analog zu 6-15) bestitigen die grofe rium—
liche Ausdehnung der Druckscﬁgankungen (Abb. 45). Die Korrelation Rpp fillt
zwar #hnlich schnell ab wie die Korrelationen Rii der Geschwindigkeitsschwan—
kungen, oder wie REE der gesamten Turbulenzenergie, ist aber fiir Axl = Az
0.4 stark negativ korreliert, wie dies auch von Mulhearn / 1275_/ theoretisch
gezeigt wurde, und ist selbst bei X]/Z noch stark von Null verschieden. Auch

hieraus folgt, daB bei zukiinftigen Rechnungen die Periodenlinge X, grdfer

1
als 3 bis 4 gewdhlt werden sollte.

Diese hier in Kanalmitte gefundene groRe Korrelation RPP liber groRe axiale
Lingen widerspricht nicht den numerischen Ergebnissen von Schumann / 1975b_/,
der bei Auswertung der Wanddruckfelder nur kleine azimutale Korrelationen
gefunden hat. Beide Ergebnisse sind vielmehr konsistent mit dem experimentel-
len Ergebnis wvon Clinch 1‘1969_7, der in einem Rohr um den Faktor 5,5 griRe-
re axiale Korrelationslidngen gefunden hat als azimutale, Dieser Vergleich
wird auch nicht dadurch eingeschrinkt, daB als weiteres Ergebnis dieser Rech-
nungen festgestellt wurde, dag Rpp in Wandnidhe bei grofen axialen Abstinden
geringere Korrelationen liefert, denn es wurde gleichzeitig auch festgestellt,

daB die Korrelationslidngen
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dabei nahezu konstant bleiben.

Damit widersprechen die Auswertungen des Druckfeldes in keinem Punkt experi-

mentellen Ergebnissen.

6.2.5 Berechnung einiger Kreuzkorrelationen

Die guten Ergebnisse der Auswertung der simulierten Druck-, Temperatur— und
Geschwindigkeitsfelder lassen eine Extrapolation, d.h. die Berechnung bis-
her weitgehend unbekannter oder bisher nicht mefbarer Grifen zu. Die meisten
der im folgenden angegebenen GriiRen sind bei der Erstellung von statistischen
Turbulenzmodellen auf Transportgleichungsbasis oder bei Turbulenzstruktur-
untersuchungen von erheblichem Interesse. Die Ergebnisse entstammen alle dem

Fall Z2.2-Ball (Pr=0.7)}. Sie werden nur kurz erliutert.

6.2.5.1 Druck-Geschwindigkeits—Kreuzkorrelationen

6.2.5.1.1 Druck-Energie-Kreuzkorrelation

Bei der qualitativen Beurteilung des Druckfeldes (Kap. 6.2.4.1) wurde fest-—
gestellt, da@ die momentanen Druck- und Geschwindigkeitsschwankungsfelder nur
sehr schwach kXorreliert sind. Die Kreuzkorrelation R?E (Abb. 45) bestdtigt
dies dureh einen schwach negativen Wert am selben Ort (z=0) und durch die

sonst mit RPE(z)c: 10% sehr niedrigen Werte,

6.2.5.1.2 Pressure-Strain-Terme

Die Pressure-Strain-Terme erscheinen in der Schubspannungsgleichung (2-28).
Sie sind fiir die Energieumverteilung zwischen den Geschwindigkeitskomponen-

ten verantwortlich L-Rotta 1972_7. Sie werden hier wie folgt bezeichnet:

: 2.0
CRIERCAE -~ =)
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Der Term PUIl (Abb. 46) ist negativ, d.h. der u;—Komponente wird Energie entzogen;

die Terme PU22 und PU33 sind positiv, d.h. den Komponenten ué und ué wird

diese Energie zugefiihrt. Die Konstanten Aij des Modells von Rotta £_195I_7

Ld 3

unterscheiden sich recht erheblich, sc daB sie nicht durch eine einzige Kon-

_ _ . .._g_- f’ i’ . _’g: “‘ {6~19)
Fz{"a’ = A Egr (<“*"3 >3 s 53”)

stante ersetzt werden kinnen. Bei der vorliegenden inhomogenen Strdmung sind

wenigstens A22 und AI3 nicht konstant.

6.2,5.2 Druck-Temperatur-Kreuzkorrelationen

6.2.5.2,1 Druck-Temperatur—Zweipunktkorrelaticnen

Die Zweipmunktkorrelation RPT sollte nach Vergleich der Abb. 21 mit Abb. 35
sehr klein sein, da ein direkter Zusammenhang nicht ersichtlich ist. Dies
wird nach Abb. 37 auch bestitigt. Druck und Temperatur sind am gleichen Ort
nur schwach positiv korreliert. Mit zunehmendem Abstand sind sie schwach
negativ korreliert. Mit abnehmender Prandtl-Zahl werden die abhsoluten Kor-
relationen etwas gréfler, cffensichtlich durch die Angleichung der Lingen-

maBstibe der Temperatur~ und Druckschwankungsfelder.

Das Preofil von < p'T'»> ist in Abb. 47 wiedergegeben. Der in der Transport-
gleichung fiir den turbulenten Wirmestrom <:uiT'} auftauchende Term wird z.B,
von Donaldsonm ‘{—19?3_7 als <p'T'>~£{(uiT'> modelliert. Da der turbulenta
Wirmestrom <IJéT'> bei adiabater AuBenwand monoton ist und keinen Vorzei-
chenwechsel macht, und die beiden Wirmestrdme fiir i=! und i=2 null sind,
kann dieser Ansatz wegen Abb. 47 hier nicht gliltig sein. Vielmehr scheint
hier ein Ansatz der Form <p'T'}N<uiu§><uéT? sinnvoller zu sein {vgl.
Abb, 13},

Der Korrelationskoeffizient von {p'T'> (Abb. 47) zeigt in diesem Fall
keine ausgeprdgten konstanten Bereiche. Bei einigen der iibrigen Fidlle wur-

den konstante Bereiche mit Werten zwischen 0,2 und 0,3 gefunden.

6.2.5.2.2 Pressure-Scrambling-Terme

1!
Die'Pressure—Scrambliné—TeruE*(r 977@%>erscheinen ebenfalls in den Trans-—
portgleichungen der turbulenten Wirmestrime. Sie sind bisher nicht expe-—

rimentell bestimmt worden. Der berechnete Verlauf ist in Abb. 48 wieder-
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gegeben. Der Verlauf fiir j = ! ist etwa spiegelbildlich zu dem von L p'T')
nach Abb. 47; fiir 7 = 2 erhdlt man null, und fir j = 3 (bei allen simulier-
ten Prandtl-Zahlen) ifber einen kleinen Bereich in Kanalmitte ein positives
Ergebnis, sonst ein negatives, Dieses Uberschwingen wird durch existierende
Modelle, die nur fiir homegene Strdmungen giiltig sind, wie z.B. das von Laun-

der / 1975 7

<’F’ > 1T Ej” <"‘ 7'+ Cop <H; T>?<;“ (6-20)

X¢

nicht beschrieben, was dagzu fithrt, daB die zugehBrige Modellkonstante CIT
bei der hier vorliegenden inhomogenen Strémmg nicht konstant ist (s. Abb.
48). Lediglich im Bereich der AuBenwand, wo das Temperaturprofil (s. Abb.
32) nahezu homegen wird, zeigt CIT einen kleinen konstanten Bereich. Das
Modell fiir j = 1 ist wegen des glatten Verlaufes wvon CZT offensichtlich

auch auf inhomogene Strémungen iUbertragbar. Die von Launder abgeschitzten

Werte CIT = 3,2 und CZT

bestitigt.

= 0,5 werden durch die Simulationsergebnisse etwa

6.2.5.3 Energie-Temperatur-Kreuzkorrelation

Die Zweipunktekorrelation RET gollte nach Vergleich von Abb. 21 mit Abb, 35
sehr klein sein, Abb, 37 bestdtigt dies; sie ist am selben Ort schwach ne-
gativ und wit zunehmendem Abstand leicht positiv, DaR sie bei kleinen Prandtl-
Zahlen bei XIIZ noch eine ansteigende Tendenz hat,weist wieder darauf hin,

daB bei zukinftigen Rechnungen die Pericdenlinge X! groBer gewdhlt werden

sollte.

Die vorliegenden Ergebnisse zu den teilweise recht komplexen Kreuzkorrela-
tionen zeigen, daR die direkte numerische Simulation gerade bei Kanalstrd-
mungen ein ausgezeichnetes Mittel sein kamn, und ist, bei der Entwicklung
von Transportgleichungsturbulenzmodellen Hilfe zu leisten. Der mangelnde
Informationsstand iliber die Statistik des Temperaturfeldes und {iber die Sta-

tistik gemischter Terme verliert damit etwas an Bedeutung.
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7. SchluBbemerkungen

In dieser Arbeit wurde ein numerisches Differenzenverfahren vergestellt, mit
dem der dreidimensionale, instationire Tmpuls— und Wirmetransport turbulen-—
ter Strdmungen in Ringspalten und Plattenkanilen durch numerische Integra-
tion der Crundgleichungen simuliert wird. Das Verfahren wurde, verglichen

mit bisher bekannten, derart erweitert, daB auch schlecht auflésende Maschen-
netze, der gesamte Prandtl-Zahlenbereich und Strdmungen mit kleinen Reynolds-

Zahlen behandelt werden kénnen.

Die hier verwendete Theorie zum turbulenten Impulstransport basiert auf dem
von Schumann / 1973a, 1975a_/ entwickelten Verfahren. D.h. die in

den iiber Maschenvolumina integrierten Grundgleichungen erscheinenden Unbe-
kannten werden als Oberflichenspanhungen interpretiert und mit Maschennetz-

anisotropie beriicksichtigenden Feinstrukturmodellen bestimmt.

Der Anwendungsbereich dieser Impulsfeinstrukturmodelle war teilweise nur auf
lokalisotrope Turbulenz beschrinkt, Er wurde durch eine konsistente Behand-
lung des gesamten Impulsfeinstrukturmodells in den Crobstruktur— und Fein-
strukturgleichungen, und durch neu eingefilhrte Zusatzterme fiir kleine Rey-
nclds=Zahlen und Wandeinfliisse auf praktisch alle Reynolds-~Zahlen und auf
die Verwendbarkeit schlecht aufliéisender Maschennetze erweitert, Der wit Hil-
fe der Theorie isotroper Turbulenz behandelbare Teil des Modells liegt in
einer iiberarbeiteten Form vor. Der die Inhomogenititseinflisse berficksich-
tigende Modellanteil wurde mit dem Ziel neu formuliert, daB er auf ungleich-
seitige Maschen und auf Kandle mit ortsabhingig rauhen Winden anwendbar ist.
Entsprechend wurde die Wandbedingung filr die Hauptstrémgeschwindigkeit er-

weltert.

Das fiir die Simulaticn des turbulenten Wirmetransports erforderliche Tempe=-
raturfeinstrukturmodell wurde hier erstmalig entwickelt. Dieses Modell be-
riicksichtigt die Einfliisse von Inhomogenitdt, Peclet-Zahl, Rauhigkeit und
Maschennetzanisctropie. Die theoretische Bestirmung der Modellkonstanten
des isotropen Modellanteils bestdtigt die ewmpirisch gewonnenen Erfahrungs-
werte fiir die turbulente Prandtl-Zahl der Feinstruktur bei der Simulation
meteorologischer Probleme., Das Modell liefert auch bei kleinen molekularen
Prandtl-Zahlen sinnvolle Ergebmnisse. Es zeigt, daB mit heute realisierba-
ren Maschennetzen die totale Aufltisung aller relewvanten Temperaturschwan-
kungen bei Peclet—Zahlen unter 1000 erreicht wird. Der die Inhomogenitdts-
einfliisse beriicksichtigende Modellanteil beinhaltet ebenfalls die Abhingig-

keit von der molekularen Prandtl-Zahl, beschreibt allerdings den Ubergang
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zur totalen Aufldsung nicht kontinuierlich. Die Temperaturwandbedingungen
sind auf den Einflud der Prandtl~Zahl abgestimmt. Es besteht die Mdglich-
keit ortsabhdngige Wandtemperaturen, Wandwirmestrime, und bei Prandtl-Zah-

len 0.7 auch ortsabhingige Wandravhigkeiten vorzugeben.

Das Simulationsverfahren ist in dem Rechenprogramm TURBIT-2 verwirklicht.
Das Rechenprogramm ist aaf laminare und turbulente Stromungen anwendbar.
Eine Anwendung auf turbulente StrSmungen ist wegen der Formulierung einiger
Wandbedingungen bei Reynolds-Zahlen tber 104 sinnvoll mdglich, Die Leistungs—
fahigkeit des Rechenprogramms wurde an zahlreichen Beispielen demonstriert.
Die verwendeten Maschennetze haben 2048 bis 32 768 Maschen, Das kleinste
Netz, und eines mit einer um den Faktor 2 grdBeren Maschenzahl, sind die
hier am hiufigsten benutzten Netze, Eine Empfindlichkeitsstudie mit dem
kleinsten Netz zeigte, daB die offenen oder unsicheren Modellkonstanten,

mit Ausnahme einer einzigen, keinen starken EinfluB auf die numerischen Er-
gebnisse haben, Im Temperaturteil ist der Einfluf sehr gering. Alle Beispie-

le wurden daher mit demselben Korrekturfaktorsatz berechnet,

Ein quantitativer Vergleich der Ergebnisse des Impulsteils mit experimentel-
len Ergebnissen wurde unter anderem durchgefiihrt fir zwei glatte Ringspalte
mit den Radienverhiltnissen 0.1 und 0.25, und fiir einen einseitig rauhen
Plattenkanal. Die Ergebnisse sind in allen Fillen ebenso gut, wie die qua-
litative Ubereinstimmung bei der Untersuchung der Auswirkungen veon Sekund&r-

strémungen auf Geschwindigkeits—, Schubspannungs- und Temperaturfelder,

Die Ergebnisse des Temperaturteils wurden mit experimentellen Ergebnissen
fiir die Fluide Luft, Quecksilber und Natrium verglichen. Die Ubereinstimmung
ist meist gut, oder wenn nicht, liegen gewShnlich unterschiedliche Randbe-
dingungen {(Abstandshalter, mangelnder Einlauf) vor. Die numerischen Ergeb-
nisse sind durch das relativ hohe Aufldsungsvermégen der Netze beziiglich
Tempetraturschwankungen bei Prandtl-Zahlen << 1 zuverldssig. Die totale Auf-
18sung aller relevanten Temperaturschwankungen wird selbst bei dem klein-
sten Netz mit den gr&fiten Maschen fiir das Fluid Natrium bei kleinen Peclet-

Zahlen erreicht.

Die Auswertungen des turbulenten Druckfeldes ergaben gute libereinstimmungen
mit experimentellen Ergebnissen und theoretischen Forderungen. Die Berech-
nung von Kreuzkcrrelationen zwischen Druck wund Geschwindigkeits- und Tempe-
raturgradienten zeipte, da8 diese bisher nicht meBbaren GrdRen nur teilwei-

se befriedigend in statistischen Turbulenzmodellen modelliert sind.
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Die Abweichung der numerischen Ergebnisse gegenilber zuverlissigen experimen-
tellen Ergebnissen ist meist kleiner als 5%. Die Streubreite experimenteller
Temperaturdaten ist gewdhnlich gréfRer. Damit konnte die Qualitdt der Ergeb-
nisse von TURBIT-2 durch die {lberarbeitung und Erweiterung der Impulsfein-
atrukturmodelle selbst bei Verwendung schlecht aufldsender Netze gegeniiber
den Ergebnissen des Vorlduferprogramms TURBIT-I i-Schumann 1973a“7 wesent-
lich gesteigert werden. Mit dem Programmsystem TURBIT-2 steht scmit ein Mit-
tel zur Verfiigung, das in der Turbulenzforschung einen breiten Anwendungs—

bereich finden kann.
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Anhang 1: Temperaturgleichung und -Differenzenformeln in Zylinder-

koordinaten

Die normierte Form der Temperaturgleichung ist im (2-22) fir kartesische

Koordinaten angegeben. In allgemeiner Operatorenschreibweise heift diese

Gleichung:

g{ v (' T) 70&*(&'3&&9{7)*6‘2 (a1-1)

Die Operatoren div und grad kdmmen fir die zylindrischen Koordinaten

(Abb. 1)
X %, Ko K} {2z 8 7}
{‘Ui fz}fl Un-}

a = o, wy A}

zum Beispiel bei Wieghardt /7 1969_] cder bei Rodi 1_1970_7 entnommen wer-

Q(ﬁ

W

(A1-2)

il

den, Anwendung auf {Al-1) liefert:

9T, r)
5 Sliut) = (7]

(Al1-3)
-4 2 (M), 9(¢L 2T L 4
75 G 4T Oy M P 92
Der Exponent k erlaubt den {ibergang auf kartesische Koordinaten:
0 kartesisch
K = (A1-4)
1 zylindrisch

Nach Anwendung von (2-33, 40) erhilt man die {iber Maschenvolumina inte-

grierte exakte Gleichung:

e ard
g(mf et )

or T
+(§2(¢a & - 77;!) + &
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Fir die Anwendung dieser Gleichung auf ein staggered grid nach Abb. 3
werden die linearen Differenzenapproximationen nach Kapitel 4.1 benutzt

(4-1 bis 4-4 und 3-4). Man erhilt damit die programmierten Differenzen-

formeln:
= =T —< uw
T .4 2 LTS 5T )
G: Txﬁ(i('orf/ T‘gf Vo I C(%
-—V: kf [
+ _}-’LK Jf(a‘rk o= uLT (A1-6)

~+ rs-% ( a (§3V-1:~ -Zv; 7-:) + &‘

Flir die nichtlinearen Unbekannten werden die Feinstrukturmodelle nach

(3-8, 9) und (3-13) in Zylinderkoordinatenform benutzt:

T - ( )'yzc{ (7 <Vr:>)
-2, > L <T

vl = O e (G E) LS, (T <) ¢

I = - ot %’—‘E?)’r/z S, (VF~<’L?:>)

Die Differenzenformeln (Al-6, 7) liegen dem Rechenprogramm TURBIT-2
(Kap. 5) zugrunde.

Ergénzend sei noch angemerkt, daf die zur Normierung benutzten Mittelwerte
fiber die beiden Wandschubspannungsgeschwindigkeiten nach (2-6) und {iber

die beiden Wandwirmestréme nach (2-21) bei Zylinderkoordinaten wie folgt

definiert sind:

(R: Yo, * f‘?: Y )/(f?j + R:) (A1-8)

Entsprechend muB auch bei der Berechnung von Mittelwerten {iber den Kanal-

querschnitt eine radiusabhingige Wichtung erfolgen,
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Anhang 2: Beschreibung logarithmischer Temperaturprofile

Das Analogon zum logarithmischen Wandgesetz der Geschwindigkeit nach (3-17)

ist fiir das Temperaturfeld das logarithmische Wandgesetz der Temperatur:

7t - L L Y v B (4 B) a2-1)
]

Die dimensionslose Temperatur T+ ist gemdR {(2-17, 18, 19) definiert. Der

dimensicnslose Wandabstand y+ ist wie in (3-17) definiert als
+ s A A
Yy =Y /“3-/ Y (a2-2)

Die GréRe BT ist sowohl Funktion der dimensionslosen Rauhigkeitshdhe

4t = j?; /;z“ / v (A2-3)
als auech Funktion der molekularen Prandcl-Zahl. In der Tabelle 2 sind einige
Modelle fiir BT(h+,Pr) aus der Literatur zZusammengestellt. Die Modelle zei-
gen selbst bel glatten Winden (h+-0) sehr unterschiedliche Abh#ngigkeiten
von der molekularen Prandtl-Zahl. Bei den sehr kleinen Prandtl-Zahlen von
Fliissigmetallen divergieren die Modelle sehr stark (Abb., 5); bei groBen
Prandtl-Zahlen verhalten sie sich, mit eimer Ausnahme, etwa gleich. Dennoch
sind die Abweichungen untereinander in dem durch Experimente am besten ab-
gesicherten Bereich 0,7 < Pr < 10 recht erheblich (man beachte die doppel-

logarithmische Darstellung fiir diesen Bereich).

Die experimentellen Ergebnisse, die in Abb. 5 als Bereiche oder als Einzel-
werte angegeben sind, wurden den Arbeiten von Jayatilleke / 1969_7 und
Kader und Yaglom / 1972_/ entnommen und teilweise gemiB der Ubersicht in
Tab. 3 ergidnzt. Man erkennt aus dem Vergleich der Modellergebnisse mit den
experimentellen Ergebnissen, daB nur die beiden Modelle von Kader und
Yaglom / 1972_7 innerhalb des jeweiligen Giiltigkeitsbereiches gute Uber-
einstimmung zeigen. In dieser Arbeit werden daher bei glatten Winden die
Beziehungen nach Kader und Yaglom {siehe Tab. 2) benutzt und zus#dtzlich
vereinbart, da8 im Bereich 0,03 < Pr < 0,6 zwischen dem Modell fiir kleine

und dem fiir groBe Prandtl-Zahlen linear interpoliert wird,

Bei rauhen Winden (h* > 0) muB auf denr Bereich Pr < 0,7 verzichtet werden,

da fiir diesen Bereich bisher keine Messungen publiziert wurden. Fiir den
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Bereich Pr > 0,7 existieren fiir Sandrauhigkeiten nur wenige Beziehungen

fir BT(h+,Pr) oder G(h',Pr), die gemiR

T e Ly B (AR (82-4)

A
_ . + #
A bE W) - LA n)-
auf gleiche Definitionen umgerechnet werden kdnmen (Tab. 2). Es sind dies
die Modelle von Yaglom und Kader / 1974_7, von Jayatilleke / 1969_/ mit
E(h+) nach seiner eigenen, offensichtlich nur fiir nt < 100 gliiltigen Inter-
pelationsformel, bzw. mit E(h+) nach (3-19), und die Interpolationsformel
von Dipprey und Sabersky £-1963_7 fiilr deren eigene Messungen. Die Abb. 6
verdeutlicht, wie unterschiedlich diese Modelle den Einflul von Prandtl-
Zahl und Rauvhigkeitshéhe wiedergeben. (Auch hier tHuscht die doppellog-
arithmische Darstellung eine bessere Ubereinstimmung vor.)} Bei der Erstel-
lung der Abb. 6 wurde entsprechend der Literaturiibersicht in Tab. 3 der

Wert

Xy = O46S a2-5)

H t

benutzt. Da in dieser Arbeit nur Fluide mit Pr < 10 betrachtet werden, wird
die experimentell abgesicherte Beziehung von Dipprey und Sabersky 1_1963_?
nach Tab. 2 ausgewdhlt und zusitzlich im Bereich O < h* < 100 linear inter-

poliert.

Die Abbildungen 5 und 6 wurden, ebenso wie die Abbildungen 8, 9 und i0, mit

dem Programmsystem PLOTCP L‘Zimmerer 1975_7 erstellt.
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Anhang 3: Ableitung der Bilanzgleichung fiir die Temperaturschwankungs—

quadrate innerhalb der Feinstruktur

Bei der Ableitung der Bilanzgleichung fiir die Temperaturschwankungsqua-
drate innerhalb der Maschen wird von deren Definition ausgegangen. Es gilt
nach (2-30) mit (2-39):

T ¥ Y Ve .
+ET,'% 5% (T-""‘f)1 = % { 7% - ( TJLJ' (A3-1)

In diesem Anhang wird der vereinfachten Schreibweise wegen der Index 1/2
ab hier weggelassen., Zu einem Ansatz fiir die gesuchte Transportgleichung
gelangt man nach zeitlicher Ableitung der obigen Definition:

— b —_ ;
VE 4 9r _v=JT
ad 2 G4 I N

A gk

Der erste Term (I) kann aus der {iber Maschenvolumina gemittelten Bilanz

\

(A3-2)

der Temperaturquadrate berechnet werden, der zweite Term (II} aus dem Pro-

, . . Ve
dukt von {iber Maschenvolumina gemittelter Temperaturgleichung und 7

Term 13

. .. 2 i s
Eine Erhaltungsgleichung fir E_ = 1/2 T” erh#lt man nach Multiplikation
der Temperaturgleichung (2-22) mit T:

"V Er 72 (. 7 filas :
7 "?:3’(”“4 &) +‘5;g*(a %) 1 T4

Durch Integration i{iber Maschenvolumina gemdRf (2-33) wird daraus:
¢
A r ' q v—r
05 t—— e\ | YTh v
= - & W E. + »(a,—-f)+rc?—.~
9-{ C(:a 3 Sa ?-"a' {’

, 3 .
Zur Aufspaltung in Grobstrukturwerte” ¥ wund Feinstrukturwerte )"werden

folgende Definitionen eingefiihrt:
£

vio= vy -7y Y: 4 T, Er, @

1 a'_:_z_
B = A4 CT (A3-4)

‘a---—
Zusammen mit (2-39), d.h. Y'=¢,erhilt man dann nach einigen Umformungen

’

das Ergebnis fiir Term I:
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I ’
B gk i pm AT
g~ iﬁ__m_

-rg—- f? F) 1 3 ‘9
a-—- 95}“ J-—-‘? T "é _.;J: 4 £~
+ a' [ @ X, ta Qxau + 4 {axa.o ({ T ) *a (f)xa-' tT

v— Vo V— (A3-5)
— éT__

Im Gegensatz zu (2-31) ist dies keine Transportgleichung fiir die Quadrate
der Temperaturschwankungen um deren Mittelwert, sondern eine Gleichung fiir

die Quadrate der abscluten Temperaturen.

Term IT:

Die Bestimmungsgleichung fiir Term II kann durch Multipliikation der iiber
Maschenvolumina gemittelten Temperaturgleichung (2-41) mitv?r bereitge—

stellt werden:

V'-'-"—' , L)
v @7 _ Y= 4t AT
T o7 ,53£4f&,r+,¢dez’_}

Ve 9;." e V=
+T{a'(*a?—§) + I & (A3-6)

Auch in diese Gleichung werden zur Aufspaltung in Grobstruktur— und Fein-

strukturanteil die Definitionen {(A3-4) eingesetzt. Es werden ehenso (2-39)
und zusdtzlich die Kontinuitidtsgleichung (2-35) beriicksichtigt. Weitere
Rechenregeln, die bei den recht umfangreichen Umformungen zur Vereinfa-
chung des Ergebnisses fithren, sind neben der grithmetischen Mittelung ilber
benachbarte Maschen mach (3-4) die folgenden‘

§:(ab) = -‘56» +E<§ a

Vo fpmant (43-7)
7 o= T

Damit kann aus (A3-6) das folgende Ergebnis fiir den Term Il ven (A3-2) ab-

geleitet werden:

cice .
V"fgé" ‘5 {Az E;—+T,w }+4m fj_
'?")E y __._‘3 3““‘
- r = (I J
‘{( 9x3) a4 ((a'/

q

V'-— r I.’-_l [
+cha-(a, gf) + I & (A3-8)
?xa’
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Term I-1I:

Die gesuchte Transportgleichung flir die Temperaturschwankungsquadrate in-

nerhalt der Maschen erhdlt man durch Einsetzen von (A3=5) und (A3-8) in die

Definitionsgleichung (A3-2):

DEL . J,(i%fﬂéj) 7

Je T
+ ge{éa LT f-‘?,u'fz:,’ } a
ﬁ . JKJ 1, ) Ee'
RE P8 el T ’ 7")
+ (% a 9::'3' -F-a,,-&a,(}r T)f‘ ! ef; a"'r)xg’
—2—1 4 v (A3-9)

‘¥ 9 Yo

Die Bedeutungen der Terme dieser Transportgleichung kiinnen wie folgt =zuge-

crdnet werden:

I zeitliche Anderung der gemittelten Schwankungsenergie
II Konvektion

IITI  Produktion

v Diffusion

v Dissipation: ,é gesamt, &) Grobstrukturanteil

Der Term IVb wird in diéser Arbeit, wegen der Einschrinkung auf konstante
Stoffwerte, nicht berlickgichtigt. Er wird identisch Null. Damit stimmt die
Gleichung (A3-9) formal lberein mit (2-31), bis auf wenige Anderungen, die
sich aus der unterschiedlichen physikalischen Bedeutung und der Anwendung

von Differenzenformeln ergeben,
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Anhang 4: Beziehungen zwischen den Korrelationen RTT und dem Fnergie-

spektrum ET(k) bei isotoper Turbulenz

Bei der Berechnung der Feinstrukturkonstanten C _ist die Kenntnis ven Tempe-

T2
raturkorrelationen RTT von Temperaturen an zweil verschiedenen Orten erforder-—

lich (z.B. in 3-36):
- 1
RTT (_)_f_ff) = </(5+‘:§‘)7_().§"'£‘)> (A4~1)

Diese Korrelationen sind fir inkompressible Fluide alleine aus den Inva=-
rianzbedingungen der Isotropie berechenbar umd sind damit rein kinemati-

scher Natur.

A4.1 Definiticnen

Fiir eine isotrope Strdmung gilt wegen der Invarianz beziiglich Translation:

R, (x.#) = Ry (%) (A4-2)

Die Fourier-Transformierte dieser Zweipunkte—Korrelation ist das dreidimen-

sicnale Fnergiespektrum ETT in Abhi#ngigkeit vom Wellenzahlenvektor k

ﬁ_Hinze 1959_7:

Er (k) - 2= [[[ R (2) e b ) ot .,

£»*

Das zugehdrige eindimensionale Spektrum E

1

T hat folgendes Aussehen:

E. (k)= ’74?7 f Ror (#:) ‘QVP(‘/:’?&J"«) 0/1'; (A4-4)

Die Umkehrung davon ist:

R‘rT (—f'ﬁ) = % -—I ET-'I {-&3) "&’(P(S/:?—' éﬁ T})J’{ﬁ.f _ (A4~-5)

Fiir r| = 0 erhdlt man als Spezialfall direkt die Temperaturschwankungs-

energie:

R.(0) = TET,, (bey) b, = {T'"> (44~6)
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Das dreidimensionale skalare Spektrum ET (k) folgt aus dem dreidimensiocnalen
Spektrum ETTQEJ durch Integration liber alle Wellenzahlen k, derem Betrag
gleich k ist:

E. (L) = &7 ,&1 Eor (fa) (A4=7)

Damit ist das Spektrum ET(kl) wegen (A4-6) aus dem experimentell bestimmba-
ren Spektrum ET](k!) berechenbar:

7 Ere(£.)
Er (&4) = ‘&4 2 &4 (A4-7a)

Verwendet man Polarkoordianten, dann kdnnen (A4-3) und (A4-5) wesentlich

vereinfacht werden r = /x/): jér
Bo
E (&) /{ ’I"zT—‘w( )

Umgekehrt gilt:

(+) = b7 I&M(&r rrfﬂi)ﬂ/& (A4=9)

Rey (+) s

(A4-8)

Da man anstelle von ETT(k) vorteilhafter ET(k) verwendet, folgt mit (A4-7)

Rer () = f%ﬂﬁ) Er(}%) olR (A4~10)

Damit ist nun Ry einzig Funktion des dreidimensionalen skalaren Energie-

apektrums ET(k).

A4.2 Zusammenhang 2wischen der Dissipation der Temperaturschwankungen

und demn Spektrum

V—

In der Erhaltungsgleichung fiir die Temperaturfluktuationen 1/2 '1"2 nach
. . .. . V—- ey .
(3-24) bzw. (A3-9)} tritt die Dissipation é}fi auf. Der zeitliche Mittelwert
von
' /
2 Gr 9T\
<£7.¢L> - ?xgr 9’(3' (a4-11)

kann bei isotropem Temperaturfeld iber R, aus dem Spektrum Er(k] berech-

net werden. Nach / Hinze 1959 _/ kann (A4-11) umgeschrieben werden:
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z
- R (=20
<5T4;1> = <a—> 9 T;( i (44-12)

Q;rg © Oy

Da bei isotroper Turbulenz wegen der Invarianz gegeniiber Rotation gilt:

(?x~)> < & 9)@,)> (a6-13)

kann mit (A4~10) die Temperaturdissipation bei Lokalisotropie berechnet

werden:

(Erg,) = =3 {a >f£i [m:;iﬂ“) Er(fz)-] b s

Partielle Differentation des Integranden, Reihenentwicklung fiir r um Null

und der Grenziibergang fiir r«+ O fithren auf

{Erpy = Ka f/%t E.(4) AL (A4-15)

bzw, auf
D 2<d>\['£15r(é)6/4 (A4=16)

wenn man von der Transportgleichung fﬁr'< T'2>- ausgeht.

A4,3 Kolmogorov-Spektrum flir Temperaturfluktuationen

Das wesentliche Ergebnis der letzten beiden Abschnitte ist, daB bei isotre-

per Turbulenz die Korrelationmen R__ und die Dissipation & T dann berechen-

TT
bar sind, wenn der Verlauf des dreidimensionalen skalaren Spektrums ET(k)

bekannt ist.

Da die Temperatur eine passive Grégé ist und die Temperaturfluktuationen
durch die Geschwindigkeitsfluktuationen verursacht werden, ist es nahelie-
gend, daB auch fiir das Temperaturspektrum ein dhnliches Spektrum gilt, wie

fiir die Energie der Geschwindigkeitsfluktuationen E(k).
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44,3.1 Energiespektrum E(k)

Wie die Spektren E(k) bei kleinen, mittleren und hohen Wellenzahlen wverlau-
fen, soll hier nicht n#her besprochen werden, da dies an vielen Stellen nach-
gelesen werden kann, z.,B. bei iﬂﬂinze 1959, Tennekes, Lumley 1973, Schumann
1973a, L3rcher 1976 _/. Bei der Herleitung von Feinstrukturmodellen wird iib-
licherweise / Lilly 1967, Schumann 1973a_/ nur ein bestimmter Bereich aus
dem Spektrum heravsgegriffen, nimlich der Bereich, der durch die Maschen~
netze nicht oder nur teilweise aufgeldst wird, Gliicklicherweise reicht bei
der heutigen Computerkapazitit das Aufl8sungsvermdgen der verwendeten Ma-

schennetze bis zu Wellenzahlen / Lilly 1967 _7

T
b = = (A4-17)

Neta ji

die im sogenannten Trigheitsbereich oder "imertial subrange' genannten
Bereich liegen inLﬁrcher 1976_7. Der Verlauf der Spektren in diesem Bereich
wird dadurch gekennzeichnet, daR der Zerfall der groBen Wirbel (kleine Wel-
lenzahl k) zu kleineren (groBe Wellenzahl) nur durch Trigheitskrifte ge-
prigt ist. Kolmogorov 1-1941‘7 hat dafilr #ber eine Dimensionasanalyse fol-

gende Abhingigkeit gefunden:

-5/
(k) = o ey A (A4-18)

mit den Defiritionen
-

[ e dh = 4 Lu>

o

(A4-19)
4 (2
<€ = J($<4)
Der Giiltigkeitshereich
4 A

(nit L = integraler L'é.ngenmaﬁstab,? = Kolmogorov-Linge nach (2-42)) Ll&Bt
erwarten, daf das Kolmogorov-Spektrum (A4~18) nur fiir hohe Reynolds—Zahlen
Re giiltig ist. Lircher / 1976_/ hat den Giltigkeitsbereich fiir das Kolmogo=
rov-Spektrum experimentell fiir eine Kanalstrdmung ermittelt. Nach seinen

5/3

Ergebnissen ist bei allen Reynolds—Zahlen grifier 1-2-10 ein k ' “-Verlauf

im Spektrum zu finden.

Die Kolmogorov-Konstante o in (A4-18) kann heute als recht gut bekannt an-

gesehen werden. Ihr Wert wurde in vielen verschiedenen Strémungsarten ex-—
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perimentell ermittelt, Nach der in Tab. 4 gegebenen, sicherlich unvollstin-

digen Literaturilbersicht darf man wohl mit

oL = 45 (A4=21)

rechnen. Townsend 1_19?6_7 gibt in seiner kurzen ¥bersicht fiir die Konstante

A8
ol, = s ol (A6-22)

. . . + .
des eindimengionalen Energiespektrums den Wert a1=0.5-0.03, was dem hier

gewihlten Wert a=1,5 nicht wiederspricht.

A4.3.2 Energiespektrum ET(k)

Fiir das Temperatur—-"Energie'-Spektrum gilt bei Prandtl-Zahlen um eins im
Trigheitsbereich ein dem Kolmogorov-Geschwindigkeitsspektrum &hnliches Spek-
trum. Corrsin £—1951a_7 und ObukhuV'i-l949_7 haben unabhingig voneinander

faolgenden Ansatz gemacht:

- -5
E k) = 5 LENLeS RS i)
T ek)db = <7°>
ey = KT) = 2<6m> = 2/(3<7)

Die Existenz dieses Spektrums wurde bei geniligend hohen Reynolds—-Zahlen mehr-

|

(A4-24)

fach experimentell best#tigt, z.B. von Pagquin, Pond £_19?I_7, Boston, Bur-

ling 1_1972_7, Kaimal u.a. £-1972_7. Nicht ausreichend bekannt ist dagegen

der Wert der Kanstanten 8.

B wird oft als "Kolmogorov—Konstante fiir den Tramsport skalarer GriRen',
seltener auch als "Batchelor-Konstante" / Leslie 1973_/ bezeichnet, Die bis
heute angegebenen Werte streuen um {iber eine GrdAenordnung (siehe Tab. 4).
Ursache ist dabei nur zum Teil die unterschiedliche Definition der Dissi-
pation, dfter jedoch fiihrt die im Vergleieh zur GeschwindigkeitsmeRtechnik
noch nicht susgereifte Temperatur- oder Konzentrationsmeftechnik und die
Wahl wenig geeigneter MeRobjekte zu stark schwankenden Angaben. Weiterhin
wird meistens die Konstante B, fiir das eindimensicnale Spektrum und nicht
die fiilr das dreidimensionale angegeben. Es gilt jedoch fiir Spektren mit

k_sfa-Verlauf wegen (Ad4-Ta):
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ﬂh = %/’3 (A4-25)

Am Beginn dieser Rechnungen wurde gemif der Ubersicht in Tab. 4 der Wert

A= A3 (A4=26)

gewdhlt. DaB dieser hier benutzte Wert nicht willkiirlich eus dem breiten
Streuband der Experimente entnommen wurde zeigt die Empfehlung, die Monin
und Yaglom 1-19?5_7 aus ihrer Ubersicht ableiten fiir B den Wert 1.2 zu

verwenden.

Fiir Fluide mit Prandtl-Zahlen um eins ist der Giiltigkeitsbereich wven

(A4-23) etwa gleich dem von (A4-18). Man spricht hier vom "inertial convective
subrange'. Neben Fluiden mit Pr=1 interessieren in dieser Arbeit auch Fluide
mit Prec l. Bei diesen Fluiden wird entsprechend der hohen Leitfidhigkeit der
Giiltigkeitsbereich zu kleineren Wellenzahlen hin eingeengt. Dies wird qua-
litativ durch die theoretischen Arbeiten won Ogura 1"1958_7, Batchelor u.a.
/71959 7, Howells / 1960_7, Corrsin / 1964 7, Pac [/ 1965_7/, Kraichnan / 1968_/,
Gibson 1"1968_7, van Atta / 1974 7 und durch die experimentellen Arbeiten

von Rust, Sesonske £—1966_7, Granatstein u.a. £-1966_7, Clay 1_19?3_?, Fuchs
i_]9?3_?, Genin u.a, 5-19?4_7, Papailiou, Lykoudis ﬁ_lg?éa, 1974b_7, Sviri-
dov u.a, 1-19?53_7, Bunschi, Seifritz £d19?5_7 wiedergegeben. Allerdings ist
man sich nur dariilber einig, daB die Spektren schon bei kleineren Wellenzahlen
gegen Null pehen, als bei grdBeren Prandtl-Zazhlen. Man ist sich aber nicht
dariiber einig wie, d.h. z.B. mit welcher Steigung, die Spektren im sogenanm-
ten "inertial diffusive subrange" gegen Null gehen (Abb. 7). Die.MutmaBungen
und Postulate reichen von k -Verldufen, uber k-l3/3-, 7730 ind k77- bis

zu Exponentialverliufen.

Wesentlich fiir die Anwendung auf die direkte numerische Simulatien von Flui-

den mit kleinen Prandtl-Zahlen sind jedoch zwei grundlegende Eigenschaften,

die alle Theorien und Versuche bestidtigen:

1) Der inertial diffusive subrange beginnt bei einer Wellenzahl 1/nT (2=-43),
die wesentlich kleiner ist als 1/n (2-42), siehe Abb. 7.

2) Die Steigung im inertial diffusive subrange ist wesentlich steiler als

im inertial convective subrange.

Beide Eigenschaften bewirken, daf mit abnehmender Prandti-Zahl die Spektren
der Tempraturschwankungen an heohen Wellenzahlen verarmen. Damit wird der

durch das Maschennetz nicht aufgeldste Anteil an Temperaturschwankungen im—
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mer kleiner. D.h. auch, daf das Feinstrukturmecdell immer weniger EinfluB
haben darf. Da das Feinstrukturmodell in CTé (3-31) wegen a=l/PeT=I/(ReT-Pr)
schon eine starke Prandtl-Abhingigkeit beinhaltet, und diese auch zufrieden-—
stellende Ergebnisse liefert (siehe Kap. 6), wird hier darauf verzichtert,
eine der oben angegebenen Theorien zur Bérﬁcksichtigung der Prandtl-Abhingig-
keit der Spekbren einzufihren. Es wird in dieser Arbeit lediglich das Spek-

trum (A4-23) benutzt.

A4.4 FKorrelationen RTT fiir Kelmogorov—-Spektrum

In diesem Abschnitt wird mit Hilfe des Kolmogorov-Spektrums (A4-23) die Tem-

peraturkerrelation RTT(r) aus {(A4-10) berechnet.

Die Korrelation RTT(r) ist unter Vorgsbe eines Spektrums ET(k) dann aus
(A4-10) zu berechnen, wenn das Integral fiir k = O einen endlichen Wert an-
nimmt. Fiir das Kolmogorov-Spektrum der Temperaturschwankungen triffec das

nicht zu, so daB nur RTT(r) - RTT(O) berechnet werden kann., Es gilt dann:

R (1)~ R (0) [ttt - “‘;;f"”)/m]d& iz

Sollen jedoch beliebige Spektren verwendet werden, dann wird sin(kr) /kr

fir kleine (kr) vorteilhaft in einer Reihe entwickelt i-Bronstein, Semend-

jajew 1969 7

(b)) (6) (), (B

In (A4-27) eingesetzt erhdlt man damn:

R—rr(*) - R-r'r (0)
~ e Gl ] e, (b ot

A20  50%0 362880 T -

(A4-29)

Setzt man fir ET(k) das Kolmogorov-Spektrum fir die Temperaturfluktuationen

ein, daon kann das Integral direkt berechnet werden aus (A4~27):

o) Ro(0) - ey fomlpe - 22l e s,

te0



- 120 -~

Variablensubstitution und partielle Integration fiihrt {iber die Hilfsformel

/Bronstein, Semendjajew 1969, Crobmer, Hofreiter 1973 7

L)

f——:j—(—-%—p/x = 2/!7—%"/3) 9:5’2‘6?3)3(? (A4~31)

24

zu dem Ergebnis:

4

R (5) ~Ru(0) = -2 TUHR)BLESLET s

Damit ist RTT nur abhingig von einer einzigen empirischen Konstanten, RB.

Aus (A4-32) kann man wegen r=|Ax| die fiir skalare GrdRem bei isotroper Tur-

bulenz einleuchtende Symmetriebedingung ableilten:

RTT (Q‘) = R)'r? ('" 4.).() (44-33)
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Anhang 5: EinfluB realer Energiespektren auf Grob- und Feinstruktur—

energie

Im Gegensatz zu dem nur iiber einen engen Wellenzahlenbereich gliltigen Kolmo-
gorov-Spektrum nach (A4-18,2¢) wird als reales Spektrum (s.abb. 7) eine Kom-

bination des Spektrums von von Karman / 1948_/ und Pao £"I965_7 angesehen:

132
2f5 ,~53 éi)
E(ﬂ’,) = <£‘7/-& {4_'_((&!_)2}1% gxp{'gﬂ (‘éf)%’g}

(A5-1)

Kolmogorov Kdrman Pao

Die Karmin—-Korrektur beriicksichtigt die Abweichungen vom Kolmogorov-Spektrum
bei niedrigen Wellenzahlen. Sie gibt zwar, besonders in Wandni#he nicht den
exakten Verlauf des Spektrums wieder, der nach Bremhorst, Bullock 1_1970_7,
Hénjalié, Launder / 1972 7, Tchen / 1973 7, Ueda, Hinze / 1975_7 und Lorcher
5-19?6_7 einen "production subrange"” mit einer knl—Abhﬁngigkeit zeigen soll-
te, sie ist sber in bezug auf das Integral iber alle Wellenzahlen unterhalb
des Kolmogorov-Spektrums zusammen mit den experimentellen Ergebnissen von
Liircher [_19?6_7 die zur Zeit bestmdgliche Approximation. Fr gibt fiir die

Kdrmidn-Linge L fiir alle Wandabstdnde folgende Interpolationsformal an:
£/ b

Die Pao-Korrektur mit der Kolmogorov-L&nge - nach {2-42) beriicksichtigt

-3 &
guis - a0 0 (a5-2)

I

das Verschwinden der Energie bei hohen Wellenzahlen durch die viskose Dis-
sipation bei kleinen Wirbeln. Anstelle der Pac-Korrektur kimnten ebenso die
Spektren nach Heisemberg / 1948 7, Kesic u.a, / 1970 7, Lin / 1972_/, Tchen
£_19?3_7 und Uberio, Narain 1_19?4_? benutzt werden. Da die vorhergesagten
Steigungen der Spektren einiger der genannten Theorien in Widerspruch zu den
in sich ebenso widerspriichlichen Experimenten stehen, z.3. den Experimenten
von Gibson, Schwarz 1—1963_7, Wang, Nickerson 1"19?2_7, Polyayev u.a. 1”19?3_7,
Kao 1“19?4_7, Gibson u.a. / 1974/, wird hier wegen der zufriedenstellenden
Erfahrungen von Trusov i_IQ?I_7, Helland 1—1974_? und Warsi, Mertaugh 1_19?4_?
bei der Berechnung der.Dissipation iiber das Pac-Spektrum, die Pao-Korrektur

gewdhlt.
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A5.,1 Einfluff auf 02

Der EinfluB des realen Energiespektrums (A5-1) auf die Konstante C2 wird
nach der NZherungsmethode von Lilly i_I967_7 und Schumann £_1974_7 unter-
sucht, d.h. es wird die Einschridnkung auf isotrope Maschennetze angenommen

und folgende Niherungen eingefithrt:
3 A
<ET > "w{ F(&) ob
2R .
by ~ 2 | K ER) dh

Fiir das Kolmogorov-Spektrum (A4-18) kdnnen beide Integrale analytisch in-

)“2.’3

) {‘f3 (AS=4)

(A5-3)

tegriert werden:
3= o~ /3 3
{87 > == of K&7 2(
— 2 , Y3 2
Iby = o < 3

) ) ) ‘t'
Setzt man dies 1in 02 nach (3-80) ein und vernachlissigt Q: und den chne-

=4

ofy 3

hin sehr kleinen Subtrahenden im Z&hler, dann erhilt man eine grobe Nfherung

fiir Cz fiir Kolmogorov-Spektren:

’ 1 2 3/
Cz it i’:(?—&'——) = 67.9,9{‘3 (A5-5)

Benutzt man in (AS5-3) anstelle des Kolmogorov-Spektrums das reale Spektrum
nach (A5-1), und fiihrt die Integrale numerisch aus, dann kann damit ein C;
fiir reale Spektren in Abhingigkeit von L undaz , bzw. nach Normieru?g mit h,
von h/L und hﬁz berechnet werden. Bezieht man die Ergebnisse auf C,, dann

erhdlt man einen Korrekturfaktor fiir das exakte 02 fiir Kolmegorov-Spektren:

¥ ¢
ClReaf =~ CZ - (2./ 2 (AS5~6)

Verachiedene Werte des Korrekturfaktors sind in Abb., 8 und Tab, 9 parame-
trisch wiedergegeben. Der Faktor ist von der GréRenordnung eins, Er nimmt
mit zunehmendem h/L zu, was der zunehmenden Abweichung des Karman-Spekt rums
vom Kolmogorov—Spektrum bei abnehmendem L entspricht, und mit zunehmendem
hﬂz ab, was wegen (2-42) und der Normierung (2-12), und also wegen

7 = 4/8 = (e R)"

(A5-7)
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der Anndherung des Pao—Spektrums an das Kolmogorov—Spektrum bel zunehmender

Reynolds—Zahl entspricht.

Die numerischen Simulationen dieser Arbeit liegen nach (A5-2) in einem h/L~

Bereich von

L)/ =~ 005 =+ 64 (A5-8)

und nach (A5-7) und (3-56) in einem hﬁz =Bereich von etwa:

«ft,/’z o= S0 =~ 270 (A5-9)

Mit diesen Grenzen ergibt sich das erfreuliche Ergebnis, daB der Korrektur-

faktor kaum von h/L abhingig ist und nur gering in den Grenzen

A25 > f; /Czr > AAS (A5-10)

variiert., Ob diese Anderung veon ca. 20% einen EinfluB auf die simulierten
Felder hat und in welche Richtung dieser EinfluB fijhrt, ist bei dem vor-
liegenden System von nichtlinearen, gekoppelten Differentialgleichungen
schwer abschitzbar. Es ist z.B., denkbar, da# eine Erh&hung von C, wegen
(3-70) zu einer Dimpfung der Grobstrukturschwankungen,und diese ihrerseits
iiber (3-92) und (3-93) zu einer Absenkung der Feinstrukturenergie fiihren,
so daB letztlich die ?ﬁ. nach (3-70), und damit auch die simulierten Grob-
strukturfelder unverindert bleiben, aber daR dabei die Ergebnisse flir die
Feinstrukturenergie zu niedrig sind. Dem widerspricht teilweise das Auftre-
ten von C. im Produktionsterm von (3-93). Eine grobe Abschitzung des Ein-

y;
flusses von Cz, in Wechelwirkung mit C3, wird im Abschnitt A5.3 besprochen.

AS5.2 Einfluf auf C3

Zur Bestimmung des Einflusses der Abweichungen des realen Spektrums nach
(A5-1) vom Kolmogorov-Spektrum (A4—18) auf die Dissipationsmodellkonstante
C3 wird von deren Definitionsgleichung (3-24) ausgegangen. Es werden ebenso
die von Lilly / 1967_/ eingefiihrten Niherungen (A5-3) benutzt. Fiir C, erhdlt

man damit die N#herung:

L L&>
e 2] -1

ngm{
»

(4
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Benutzt man, wie in der exakten Formulierung nach Kapitel 3.4.1, fiir E(k}
das Keolmogorov-Spektrum (A4-18), dann wird wegen (A5-4) folgendes Niherungs-
ergebnis aus (A5~11) erreicht (3"2=1):

3z
C, = ?}'(32& ) = 0934 (45-12)

Ersetzt man in (A5-11) das Spektrum E(k) durch das reale Spektrum {(A5-1),
1]
dann gelangt man zu der Niherung C3 fiir reale Spektren durch numerische Aus—
L1 ¥
wertung des Integrals im Nenner von (A5-11). Der Korrekturfaktor C3.J'C3 er-

laubt so aus C3 nach {3-94) ein CSReal abzuschitzen:

Fi /
Cager =~ Ca (3/63_., (A5-13)

Die numerische Auswertung fiir verschiedene h/n und h/L-Werte ergibt den in
Abb. 9 und Tab, 10 dargestellten Verlauf, Die Abh., 9 zeigt die Abhingigkeit
ven h/L und h/n. Das Verhidltnis C;/C; wichst mit zunehmendem h/L, d.,h. z.B.
bei abnehmender Maschennetzaufldsung oder bei Abnahme von L, und es wichst
bei Abnahme von h/n, d.h. 2.B. bei zunehmender Maschennetzaufldsung oder
bei abnehmender Reynodls~Zahl, In dem hier nach (A5~8,9) maBgeblichen Be-
reich ist es jedoch fast nur abh#ngig von h/n, Dies ist bedingt durch die
Abhingigkeit der Dissipation von der Form des Spektrums bei hohen Wellen-
zahlen, auf die L praktisch keinen Einfluf hat. D.h. in 2llen in dieser Ar-
beit betrachteten Fillen ist der Dissipationskorrekturfaktor nur von h und

Y s respektive der Reynolds-Zshl, abhingig. Er variiert in den Grenzen:

2 > &I/ > 428 (A5-14)

-

Diese Anderung ist recht erheblich, so daf alleine schon dadurch vermutet
werden mul, daB speziell das Dissipationsmodell Ansatzpunkt zur Erweiterung
fiir inhomogene Strémungen sein sollte. Wie stark diese Anderungen die simu-
lierten Grobstrukturfelder beeinfluBt, ist ebenso schwierig argumentativ
abzuschitzen, wie der Einfluf von C;/C%, obwohl C3 "nur" im Dissipations—
medell der Energiegleichung vorkommt,

AS5.3 Wirkung ven C, und C3

2

Welchen Einfluf die beiden Konstanten 02 und C3, wnd damit ihre Korrektur-
faktoren, auf den Energieinhalt in der Grobstruktur und in der Feinstruktur

haben, wird kurz {iber stark vereinfachte Bilanzen fiir beide Energien abge-
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schitzt. Als Vereinfachung wird dabei die Einschrinkung auf stationidre Ver-—
hiltnisse, auf grobe Maschennetze und auf die einzig wesentlichen Terme

Produktion und Dissipation eingefihrt.

P R VI o
Die Bilanz flir die Grobstrukturenergie |rE' ( £ steht wegen (3-92} fﬂrz; )

kann durch Modifikation won (2-29) hergeleitet werden. Es ist

BB (EE)y

Darin ist p ein Mittelwert iiber die neun FeinStrukturzidhigkeiten 1Ju nach
'___f - \

(3-70). Fiir die Grobstrukturschubspannungen.<{aw~12%:} wird angenommen,

daB sie durch die Beitrdge von f:J', d.h. durch die Grobstrukturenergie

bestimmt werden:

- < /ft’ /‘( > ~ £ (AS5-16)

Und fiir die Grobstrukturdissipation wird wegen {(A5-3) und aus Dimensions-

griinden angenommen, daf gilt:

Ve
Qﬂ; ) > —~ E /ﬁi‘?_ (A5-17)

?xa

Eingetzen dieser Approximationen und von u (3-70) ergibt fiir (A5-153):

3_ AV — v;-f
f; {(A5-18)

g =

Die Bilanz fir die Feinstrukturenergie £’ Lkann ausgehend von (3-93) =zu-
sammen mit der Niherung (A5-17) und der Annahme Czoez ! (3-94) sofort an-
gegeben werden:

/"Z.g___ —f V /

0 =~ fzﬁ E’ E - Gih (45-19)

Aus beiden Bilanzen kann jetzt durch einfache arithmetische Operationen
die Abhingigkeit der Grob- und Feinstrukturenergie von 02 und 03 abgelei-
tet werden, Aus {A5-18) erh#lt man:

ET ~ 94'; %y &Y L g

(a X, . (A5-20)

Einsetzen in (A5-19) liefert das entsprechende Ergebnis fiir die Grobstruk-

turenergie:
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Es muB hier angemerkt werden, deR bei der Herleitung dieser Proportionali-
titen die Abhingigkeit von h nur aus Dimensionsgriinden eingefijhrt wurde und
der Einfachheit halber auf eine genauere Wiedergabe z.B. von (A5-16,17) ent-
sprechend (A5-4), verzichtet wurde. Entsprechend sind auch die Ergebnisse

nicht bezliglich der h-Abhingigkeit interpretierbar.

Nun zur Interpretation der Ergebnisse beziiglich der C2- und C3—Abh§ngigkeit.
Beide Ergebnisse (A5-20) und (A5-21) miissen als {iberraschend bezeichnet wer-
den, denn (A5-20) besagt, dal die Feinstrukturenergie V25r nur von C, ab-
h#ngt, und zwar derart, daB bei VergrdéBerung von Cz, d.h. Vergriflerung des
Produktiunstermes,vifr kleiner wird. Erklidrbar wird dieser Effekt, wenn man
das plausible Ergebnis fiir die Grobstrukturenergie betrachtet (A5-21), das
besagt, daﬁvzf' mit zunehmendem.cz, d.h. zunehmender Feinstrukturzdhigkeit
nach {(3-70), kleiner wird. Wesentlich fiir die Feinstrukturenergie ist da-
bei, daﬁ'ﬁff sehr stark, entsprechend l/Cg, von 02 beeinfluft wird. Damit
wird es méglich, daB die VergrdBerung des Produktionstermes der Feinstruk-
turenergiegleichung liber die starke Dimpfung der Grobstrukturschwankungen
letztlich iber 52 in (3-93) zu einer Absenkung der Feinstrukturenergie

1
entsprechend l/C2 fiihrt.

Berlicksichtigt man hier das Ergebnis des Abschnittes A5.1, n#mlich dad z.B.
bei einer Verringerung der Reynolds-Zahl CZReal ansteigt, und daf damit

nach (A5-20,21) beide Energien abfallen, dann scheint dies insofern zu
einem Widerspruch zu fithren, wie die Erfahrung zeigt (siehe z.B. Comte-
Bellot / 1965 7, Durst / 1968 7, Rehme / 1975a,b_/), daB in der hier gewdhl-
ten Normierung nach (2-12) die gesamte Schwankungsenergie nur sehr schwach
oder iiberhaupt nicht von der Reynolds~Zahl abhingt. DaR dies dennoch kein

Widerspruch ist, liegt einzig an der Wirkung von 83.

Die Dissipationsmodellkcnstante C3 hat nach den Ergebnissen (A5-20)} und
(A5-21) alleine eine Auswirkung auf die Grobstrukturenergie, nicht aber auf
die Feinstrukturenergie, in deren Gleichung (3-93) es vorkommt. Offensicht-

lich fithrt die Vergrdferung von C,, d.h. der Dissipation, tiber die Vergri-

3!
Rerung der Grobstrukturenergie entsprechend (A5-21) zu einer gleichgroflen
Erhthung des Produktionstermes, so daB letztlich, im zeitlichen Mittel,

die Feinstrukturenergie davon unberithrt bleibt,
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Der oben angedeutete Widerspruch, daB die gesamte normierte Schwankungs-
engrgie entgegen experimentellen Erfahrungen stark bei abnehmender Reynolds-
Zahl absinkt, wird unter Beriicksichtigung der Ergebnisse fiir Copoq] 1M Ab-
schnitt A5.2 behoben, Denn diese Ergebnisse besagen, daR bei fallender Rey-~

nolds=Zahl, d.h. nach (A5-7) bei fallendem h/% s wegsentlich stirker

C3Rea1

ansteigt als al {vegl, Abb, 8 mit Abb, 9). Damit l#Rt der schwache An-

C
2Re
stieg von 02 zusammen mit dem krdftigen Anstieg von C3 nach (A5-21) die

Grobstrukturenergie weitestpgehend unverindert.

Der aufgezeigte Widerspruch im Falle der Beriicksichtigung von realem Spek-
tren einzig in 02 zeigt damit, daB eine Erweiterung der Feinstrukturenergie-
gleichung fiir inhomogene Strémungen nur dann sinnvoll ist, wenn scowohl der
Produktionsterm, als auch der Dissipationsterm erweltert werden. Die Fein-
strukturenergiegleichung erweist sich als der wesentliche Ansatzpunkt, um

Inhomogenititseffekte besser zu beriicksichtigen.
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Anhang 6: Feinstrukturanteil der Temperaturschwankungsenergie

Bei der Berechnung der Temperatur — rms— Werte aus den numerisch simulier-

ten Temperaturfeldern ist die Kenntnis der nicht aufgel&sten Temperatur-

schwankungsenergie vET' erforderlich, um die durch die Grobstruktur aufge-

ldsten Schwankungen enteprechend erginzen zu kénnen:

VT = AT - <TD + ER) h6eD)

Fiir 'E' wird in TURBIT eine zeit- und ortsabhingige Gleichung integriert.

Um eine zusitzliche Gleichung fiir ET

vf;1 VET zu berechnen:

ersparen zu k8nnen, bietet sich die

Ndherung am, aus

<V§7 B {<Er>/< } (A6-2)

Das unbekannte Verhiltnis der beiden Feinstrukturenergien kann fiir Pr = 1

i

durch alleinige Zugrundelegung der entsprechenden Kolmogorov-Spektren

(3-39,52) abgeschitzt werden:
=l

_%& -5
(61 _ [ A<e<e & ol _ ALK
<VE"_> : ZOC {g}z'@ é'g!' (;(4% X L E D (A6-3)

Das Verh#lenis der beiden Dissipationen kann Uber die Theorie isotroper

Turbulenz nicht aus den Spektren berechnet werden. Es kann aber aus der
¥ T

zelitlich gemittelten Erhaltungsgleichung fiir T 2 {(2-31) und u;z (2-29)

unter Vernachlidssigigung der diffusiven und konvektiven Terme berechnet

werden, d.h. aus der Bilanz (3-57)
Produktion = Dissipation,

indem man némlich die Produktion berechnet. Damit ergibt sich:

2 Ay 3
{e>=¢« P Q(a,,> = £ ngj 4 (A6-4)

Der Geschwindigkeitsgradient wird aus dem logarithmischen Wandgesetz {3-17)

berechnet:
- 2
(= €] 55

Daes analoge Vorgehen filhrt bei der Temperaturdissipation iiber den Ansatz

(46-5)

flir die Produktion:
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<oy - 2<tmd -2a |50 ze R

und Uber das leogarithmische Wandgesetz der Temperatur (Anhang 2) zu dem Er-

/f‘z
£ =z/é"f “ )
<Er2 X Vo

801l hier darauf hinweisen, dal, z.B. bel einer adiaba-

gebnis;

(a46-7)

Die Bezeichnung YH
ten Wand, YH nicht der Wandabstand zurﬁnéchstliegenden Wand ist, sondern
entsprechend der Wahl der Profillinge YT in (3-20) der Abstand zur beheiz-

ten oder gekiihlten Wand.

Das Ergebnis fir {A6-3) ist damit:

CEY £, b [yl
<E > - o € }){u YHIZ (A6-8)

’/f
Darin sind € und é% die Mischungswege nach {3-16,14) und (3-22).

Fiir glatte Winde und symmetrische thermische Randbedingungen kann aus (A6-8)
wegen (3-20) sehr einfach das Verhdltnis der Feinstrukturanteile abgeschitzt

werden:

Crr 0 B s

- _ = f (46-9)
CEY L Ky
Berficksichtigt man weiterhin die unterschiedlichen Definitionen der beiden
Energien {siehe Anhang 4, A4.3), dann kommt man zu dem Ergebnis, daB bei
Pr = | und kleinen Rauvhigkeiten die durch das Maschemnnetz nicht aufgeldste
Temperaturschwankungsenergie nur rund 75% der nicht aufgeldsten Geschwin—
digkeitsschwankungsenergie betridgt. D.h. das Aufldsungsvermbgen der Maschen-
netze ist fir Temperaturschwankungen besser, als fiir Geschwindigkeits-

s chwankungen,

Die Verallgemeinerung ven (46-3) fiir molekulare Prapdtl~Zahlen Pr < wird
flber das Verhdltnis der Kolmogorov-Lingen nach (2-44) angenihert. Als end-
giiltiges Ergebnis erhilt man:
Ve , 2
CEL Y s & b Ixvl
Y=y - 2
LE D) oL € |x vl

In allen Maschen, in denen CT2,= 0 ist, d.h. wo kein Feinstrukturanteil mehr

existiert, wird auch (A6-10) zu Null gesetzt,

{A6—10)




- 130 -

Nomenklatur

Allpemeine Kennzeichnung einer beliebigen GrdRe Y:

Y Mittelwert {iber ein Maschanvolumen

j? Mittelwert iiber eine Maschencberfldche mit Normalen in xj;Richtung

?j arithmetischer Mittelwert mit Nachbharmasche

¥ Mittelwert mit Nachbarmasche, gewichtet mit Maschenweiten

y! Schwankungen um den Zeitmittelwert Y' = Y - <¥> oder Flichen-
mittelwert Y' = Y - j?, transformierte Grége

A2l Mittelwert iiber die nicht aufgeldste Feinstruktur einer Masche

<¥> geitlicher Mittelwert

Vo> Mittelwert iiber das gesamte Str8mungsvolumen

Y dimensionshehaftete Grige

Y gektor (Yl, Yo, Y3)

Yii izl Yi_i7éﬂi7 bei doppelten rechts untepstehenden Indizes

97 . .

3;3 partielle Ableitung vom Y nach xj

GjY zentraler Differenzenquotient von Y in xj—Richtung

E% Parabelniherung filir die partielle Ableitung

Symbole

a Temperaturleitzahl molekular, jat isotrop, ja: inhomogen

Aij Konstanten des Rotta-Pressure-Strain-Modells

Aw Konstante in der van Driest’schen Dimpfungsfunktion

BT Konstante im logarithmischen Wandgesetz fiir Temperatur

B Konstante in der Ne- und Habib'schen Diampfungsfunktion

Cj Feinstrukturkonstanten des Impulsmodells

CTj Feinstrukturkonstanten des Temperaturmodells

CiT Konstanten des Launder-Pressure-Scrambling-Modells

c Reibbeiwert
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cp spezifische Wirme

D Kanalweite D = R, - R,

Dij2 Deformationsgeschwindigkeitsquadrat, differentiell
A 2

,..D Deformationsgeschwindigkeitsquadrat, Differenzenferm

Dlk maschennetzabhingiger Anteil von 5;;
jDT12 Deformationstemperaturguadrat, Differenzenform
DT* Flidchenintegral
DTi maschennetzabhingiger Anteil wvon jDTi
E Fnergie
E(k) dreidimensionales skalares Energiespektrum
ij(k) eindimensionales Spektrum von ui'uj'
E(h+) Konstante im logarithmischen Wandgesetz fiir Geschwindigkeit

ENERG] Flichen-{(j = 2) bzw. Volumenintegral {j = 3)

£ (h™) Dimpfungsfunktionen in den inhomogenmen Modellen

f(h+) Faktor im erweiterten van Driest'schen Ansatz

jF Querschnittsfliche der Masche mit Normalen in xj—Richtung
h charakteristische Maschenweite, Rauhigkeitshdhe

M Zahl der Maschen in x]—Richtung (Hauptstrmungsrichtung)
JM Zahl der Maschen in xz-Richtung (parallel zur Wand, senkrecht zu KI)
KM Zahl der Maschen in x3-Richtung {senkrecht zur Wand)

K Maschennummer

Kj Flichengewichtsfunktion

k dreidimensionale Wellenzahl

k] eindimensionale Wellenzahl in xl-Richtung, k] = 2wnf<ul>
kNetz AuflBsungsgrenze des Netzes

L Karman-Linge = Korrekturlinge in E(k)

Lij,k Korrelationslidnge von Rij in k-Richtung

1 Mischweglinge

Min(a,b) Minimum von a2 und b (Min(a,b) = a fiir a < b und umgekehrt)
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Exponent, Frequenz

Nusselt-Zahl

turbulenter Druck

Druckgradient in x,~Richtung
Peclet—Zahl PeT = ReT-Pr

molekulare Prandt1-Zahl Pr = v/a
turbulente Prandtl-Zahl
Pressure-Strain-Term

Wirmestrom

volumetrische Wiarmequelle

radiale Koordinage (xB—Richtung), Abstand zweler Punkte r = |g§[
radiale Koordinate der Winde i = 1,2
Zwelpunktekorrelation i,j = 1,2,3,T,E,p
Reynoclds—Zahl Re = <uT0>(R2— R])/v
Reynolds—Zahl Re = v?u1>(R2— RI)/v
Stanton-Zahl

Zeit

Temperatur

dimensionslese Temperatur (T - Tw)/Tx

"natural temperature', oder "friction temp.", oder "heat flux
Al AA A

temp.”", T = éw/pcpuT
Wert der Temperaturfeld-Galilei~Transformation
Geschwindigkeitskomponente in xj-Richtung
dimensionslose Geschwindigkeit v = uI/uT
Schubspannungsgeschwindigkeit u_ = f?;?;

Volumen einer Masche, Hauptstrdmungsgeschwindigkeit

Wert der Geschwindigkeitsfeld-Galilei-Transformation

Koordinate (Definition siehe Abb, 1)
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ij Maschenweite in xj-Richtung, Abstand in xj-Richtung
Xj Periodenlinge in xj-Richtung
Y Wandabstand
X
Y Profillidnge
F.3 -5
Y+ dimensionsloser Wandabstand ¥t =y . ReT/D
z axiale Koordinate
a Kolmogorov-Konstante (1,5)
] Batchelor-Konstante (1.3)
T Gamma—Funktiomn
.. Kronecker Delta
1}
€ Dissipation, Eddy Diffusivity
n Kolmogorov-Linge
K RKarman-Konstante (0.4), Steuerexponent fiir kartesische oder
zylindrische Koordinaten
Ky Analogen zu x fiir Wirmeaustausch (0.465)
n turbulente Zihigkeit, Hy isotrop., ux inhomogen
v kinematische molekulare Zihigkeit
o} spezifische Dichte

' Korrekturfakteren im Impulsmodell

Xt Korrekturfaktor im Temperaturmodell

'z ]

Schubspannung, Koordinate

] Periodenlinge in_f—Richtung

¥ azimutaler Winkel

jﬁj Flidchenintegral der Gewichtsfunktionen K. - Kj
P Potential

tu Winkelgeschwindigkeit
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Indizes

o Normierungsgriifen

1 Innenwand, zu den eindimensionalen Energiespektren gehdrig
2 AuBenwand

1/2 aus Transportgleichung fiir T'2K2

A Austritt

E Eintritt

eff effektiv, molekularer + turbulenter Anteil
flat Flachheit (flatness)

ges gesamt, Grobstruktur- + Feinstrukturanteil
h hydraulisch

H Wirmeaustausch

i,] Koordinatenrichtung

EMH KM/2, Kanalmitte

M Impulsaustausch (momentum)

max maximal

ni Zeitindizes, 1 = 0, 1, 2

Real fiir reales Spektrum nach Karman-Kolmogorov-Pao
rms reot—mean—square

8GS Feinstruktur {(sub grid scale)

skew Schiefe (skewness)

t turbulent

T Temperatur

W Wand
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Tab. 1: Mindestmaschenzahlen fiir die Aufldsung aller Geschwindig-
keitsschwankungen é_Leonard 1973_7 und Temperaturschwan-—
kungen nach (2-44)
- - 1 V-
fiir flir T'"=T~- T=20
Re ul =u - Tu=0 Pr = 0.02 Pr = 0.007
10% 3+ 107 4500 425
5 104 1 10g 1,5 - 5 14 200
5+ 10° 2 .« 10t} 3+ 10 2,8 - 10°
Tab. 2: Modelle fiir das logarithmische Temperaturprofil
- + + +
T = I/KH tny + BT(h , Pr)
+ +
Auter, Jahr Pr h 4 BT(h LPr)
. SPr+1
Gowen, Smith 1967 | 0,02-14 0 0,4=0,6 5 ¢n( £ ) + 8,55 + 5Pr
Jayatilleke 196911 20,7 20 K/Pl“t Prt(“:'c' £n(E(h+))+P) mit
=0,44 pr 3/4
P=9,24((z7 ) ~1)(1+0,28 exp
t
P
. 0§00? Ty
r
t
PrL~0,9
Kader, Yaglom 1972|3>0,7 0 0,47 12,5 pr2/3+ 2,12 anPr - 5,3
&1 0 0,47 12,5 pr2/ 2+ 2,12 taPr - 1,5
Dipprey, ¥0,2, 0,44_ 1 , +
Sabersky 1963 0,7-10 >70 5,19 h"~*“Pr " '— = fnh
“B
Yaglom, Kader 1974[0,7-10 | >100 | 0,47 0,55 u' /2 pr? 30,2y~ % zoh 49,5
H
0-100 lineare Interpclaticn
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Tab, 3: [Literaturangaben zu den Konstanten des logarithmischen Wand-

+ +
gesetzes der Temperatur T = I/KH fny + BT(Pr) flir glatte

Kandle
Autor, Jahr Pr “y BT(Pr) Bemerkungen
Taccoen 1967 Q,007 0,4l -12,8
Fuchs 1973 0,007 0,4 -13,1 Aus Abb.77 von Fuchs
abgeschitzt
Johnk , . Hanratty 1962 0,7 0,45 3,3
Gowen, Smith 1967 0,7 0,46 3,0
Slanciauskas u.a.1973 | 0,71 0,55 3,8
" 1973 3 0,51 20,0
" 1973 5,35 0,5 31,5
Chen 1973 6,5 0,465 52,0
" 1973 | 6,6 0,45 49,6
" 1973 7 0,47 50,9
Gowen, Smith 1967 14,3 0,4 76,3
Slanciauskas u.a.1973 | 64 0,47 194,0
Kader, Yaglow 1972 versch, 0,47 Literaturiibersicht
Diese Arbeit alle Q, 465
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und Temperaturschwankungsquadratspektren

Literaturangaben zu den "Kolmogorov'-Konstanten der Energie-

Bemer-
Autor, Jahr o B Fluid Typ kungen
Gibson, Schwarz 1963 I,34t0,06 1,1?10,1? Wasser Gitter )
Gurvich,Zibkovskii 1966 1,45 i:g:?;;ﬁgs'
Kraichnan 1966 }1,77 0,208 thecret.
Gibson 1968 1,11-1,69 theeret.
Crant u.a. 1968 ],0310,2 Wasser Meer
Panofsky 1969 1,20 Luft Erdgrenz-
schicht
Gibson u.a. 1970 |2, 11 3,90 Luft " f(Re)
Lawn 1971 |1,62%0,12 Luft Rohr
Paquin, Pond 1971 |1,74%0,31 ] 1,37%0,2 | Luft Erdgrenz—
schicht
Wyngaard,Cotd 1971 |1,59%0,12 | 1,32%0,16 | Luft "
Wyngaard,Pao 1971 I,62t0,06 Luft "
Boston, Burling 1972 |I,56%0,28 | 2,7 Luft L
Kaimal u.a. 1972 |1,53%0,15 | 1,37%0,13| Luft "
Clay 1973 11,22-1,83] 1,33-2,17| Quecksilb,{ Gitter f(Re),hier
1,67-2 Wasser Rugel- Grenzwert f.
nachlauf Re -+ =
1,8-1,93 Luft Strahl
Tchen 1973 11,58 theoret.
Yeh, van Atta 1973 (1,34 1,27 Luft Gitter
Helland 1974 1,51 Luft Gitter
1,3 Luft Strahl
Diese Arbeit 1,5 1,3
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Tab, 5: Werte der geometr%schen Anteile der Deformationstemperatur-
quadrate, DTL = I  DTi.
j=1 .
Ringspalt: R,/R, =0.45; ax =1/8; Ax = 1/8; Ax.,=1/16
1"72 1 2 3
/R
1
isotropes Ringspalt
Netz R, Mitte (K=7) R2
DT1 | 2.7985 2.6952 2,6288 2.4980
D12 1.66285 1.6414 1.6250 1,5867
Tab. 6: Temperaturfeinstrukturkonstanten fiir « = 1.5, 8 = 1,3,
Ringspalt wie in Tab. 5
isotropes Ringspalt
Re Pe Netz R Mitte R:
T 1 2
Ic - - 1.0 1.17C4 1,0870 1.0142
T
2 - - 1.0 1.0652 1,2243 1.4305
‘r
3 - - 1.0 0.8286 0.7916 0.7605
“r
e (= 1) | 2,610 | 10* | o.1807 0.1761 | 0.173% | 0.1688
T2 TT x) E L3 3 L} L]
C
Pr -2 " " 0.4%18 0.4384 0.4614 0.5016
tSGS ¢
T2
A
CTZ(ET D) 7-10 70 6x2/RI-U.O5 0.09646 0.01947 0.12002
2
PrtSGS= E;; 0.712 3,530 0.5781

=) = i, ¥r = 1, <, nach (3- 80}
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Tab. 7: Werte fiir die beiden Formulierungen der Deformations-
geschwindigkeitsquadrate 135-2, berechnet fiir isotrope
Turbulenz

f=a-T{1/3) * 18/55 <s>2/3 . h-M3

Axlzaxzzﬁx3 Ax]:&x2:6x3
=1: 1 : 1 = 1.25:0.5:0.5
—2
< 12D >/ 8.771 9,309
-2
< 13D >/f 11.316 10.752

Tab. 8: Feinstrukturkonstanten fiir isctrope YMaschennetze

Volumenintegrale aus
Konstanten numerischer  Niherungs- korrigierte
Integration losungen Werte
- i (numerisch
/ Schumann 1973a / integriert)
<, (3"1=1) 0,143 0.107 0,0709
€0 1.6301 1.778 0,8044
iic - 0.338 1,474
ijC - 1.331] 0,823
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Tab, !l: Maschennetze
(K 2 xartesisch, Z = zylindrisch)

Netz K7 K8 Z9 K2.2 22.2 K2.3
R}/R2 1 1 <1 I <1 1
bx, 1/8 1/8 1/8 1/10 1/10 1/16
ax2,af 1/8 3/16 /32 1/8 /32 1/16
AX 1/16 1/16 1/16 1/16 1/16 /16
™ 16 16 16 32 32 64
IM 8 16 16 16 32 32
KM 16 16 16 16 16 16
IM«JM:KM 2048 4096 4096 8192 16 384 32 768
X, 2 2 2 3,2 3,2 4
x2,¢ 1 3 n/2 2 7 2
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Tab, 15: Vergleich der experimentellen l-Baumann 1976:_7 und nume-

rischen Ergebnisse fiir einen einseitig rauhen Plattenkanal

Baumann TURBIT-2 Abweichung

+

uglatt max 24,72 25,7 + 47
we 16,53 17,25 + 4%

U - 19,82 20,3 + 2,5%
max / U.T

Cf 0.0254 0.0267 + 5,1Z

Y, g 0.722 0.7 - 3%

Yl a 0.614 0.6 - 2,3%

max
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Die Schraffur kennzeichnet das ﬁvmax-Plateau vonn Abb. 15,
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