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Zusammenfassung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die direkte numerische Simulation turbu-
lenter Rayleigh-Bénard-Konvektion in fliissigem Natrium. Ziel der Untersuchun-
gen ist es, sowohl einen Beitrag zur Aufklarung der Strukturen und Mechanismen
der Konvektion zu leisten als auch statistische Eigenschaften der Turbulenz in
Naturkonvektion von fliissigen Metallen aufzuzeigen.

Den Ausgangspunkt der Untersuchungen bildet das auf einem Finite Volumen-
Verfahren basierende Rechenprogramm TURBIT. Dieses wird methodisch um ein
halbimplizites Zeitintegrationsverfahren fiir die Energiegleichung erweitert.
Durch die implizite Behandlung der thermischen Diffusion gelingt es, die Rechen-
zeit des Programms im Vergleich zur expliziten Ausgangsversion fiir Naturkon-
vektion in flissigen Metallen um mehr als eine Gréflenordnung zu verringern.
Dadurch werden die beabsichtigten Simulationen erst ermoglicht.

Die numerischen Ergebnisse fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion in flissigem
Natrium mit der Prandtl-Zahl Pr = 0.006 umfassen die Rayleigh-Zahlen Ra =
3000, Ra = 6 000, Ra = 12 000 und Ra = 24 000.

Die vorherrschende Konvektionsform bei der Rayleigh-Zahl Ra = 3 000 ist die
Tragheitskonvektion. Diese duflert sich in Form von grofliraumigen zweidimensio-
nalen Rollen, die wie ein Starrkérper rotieren. Entsprechende Strukturen sind
Uber kiirzere Zeitrdume und in bestimmten rdumlichen Bereichen auch in den Si-
mulationen fiir Ra = 6 000, Ra = 12 000 und Ra = 24 000 zu beobachten. Das
Auftreten dieser zweidimensionalen Konvektionsform in dreidimensionaler, zeit-
abhdngiger und turbulenter Konvektion wird durch die unterschiedliche Bedeu-
tung der nichtlinearen Terme in der Impuls- und der Energiegleichung und deren
Kopplung tiber den Auftriebs- und den konvektiven Term erklart.

Mit dem Ziel statistische Turbulenzmodelle fiir Naturkonvektion in Fliissigmetal-
len weiterzuentwickeln und zu validieren, werden aus der numerischen Datenba-
sis Bilanzen fir die kinetische Turbulenzenergie, den turbulenten Warmestrom
und die Temperaturschwankungsquadrate ausgewertet. Fir verschiedene Terme
in diesen Gleichungen werden tibliche SchlieBungsansitze analysiert und Modell-
koeffizienten bestimmt. Ergebnisse fiir Natrium werden solchen fiir Luft gegen-
ubergestellt, und der Einflul} der Prandtl-Zahl wird diskutiert. Die Analysen zei-
gen, daf} der diffusive Transport turbulenter Erhaltungsgriofien fiir Naturkonvek-
tion von grofler Bedeutung ist. Wesentlich ist insbesondere die Wirkung turbulen-
ter Druckfluktuationen, die in existierenden Modellen nicht oder nur unzurei-
chend berticksichtigt wird.



Direct simulation of turbulent Rayleigh-Bénard convection
in liquid sodium

Abstract

The topic of the present thesis is the direct numerical simulation of turbulent
Rayleigh-Bénard convection in liquid sodium. The numerical results are analysed
to investigate both the structures and mechanisms of convection and the statisti-
cal features of turbulence in natural convection of liquid metals.

The simulations are performed with the finite volume code TURBIT which is ex-
tended by a semi-implicit time integration scheme for the energy equation. Due to
the implicit treatment of thermal diffusion the computational time for simulation
of natural convection in liquid metals is reduced by about one order of magnitude,
as compared to the original fully explicit code version. It is only by this extension
of the code capabilities that the simulations, presented in this report, could be per-
formed.

Results for Rayleigh-Bénard convection in liquid sodium with Prandtl number
Pr = 0.006 are given for four different Rayleigh numbers: Ra = 3 000, Ra =6 000,
Ra =12 000, and Ra =24 000.

At the Rayleigh number Ra = 3 000 the inertial convection is identified. It is cha-
racterized by large two-dimensional vortices, which rotate like a solid body. These
vortices are also observed in the simulations for Ra = 6 000, Ra = 12 000 and Ra
= 24 000, but, they only exist in certain regions and for short time intervals. The
appearance of these two-dimensional structures in three-dimensional, time-
dependent and turbulent convection is explained by the relative importance of the
non-linear terms in the momentum and energy equation, which is totally different
in both equations, and by the coupling of these equations by the buoyancy and the
convective term.

In order to improve and validate statistical turbulence models for application to
natural convection in liquid metals, budgets of turbulence kinetic energy, turbu-
lent heat flux and temperature variance are calculated from the numerical re-
sults. For several unknown correlations closure assumptions used in standard tur-
bulence models are analyzed and model coefficients are determined. Results for so-
dium are compared to those for air, and the influence of the Prandtl number is dis-
cussed. The analyses show that in natural convection, diffusive transport of turbu-
lent quantities is of great importance. Especially, turbulent pressure fluctuations
are found to be essential. This result is in contrast to common assumptions used in
statistical turbulence models.



Inhaltsverzeichnis

Zusammenfassung

Inhaltsverzeichnis

Nomenklatur

1.

Einleitung

1.1 Definition und Bedeutung der Naturkonvektion
1.2 Problemstellung
1.3 Zielsetzung und Vorgehensweise

Rayleigh-Bénard-Konvektion

2.1 Kennzahlen v
2.2 Stand des Wissens
2.3 Anforderungen an die numerische Simulation

Mathematische Beschreibung

3.1 Grundgleichungen

3.2 Rand- und Anfangsbedingungen
3.3 Diskretisierung des Rechengebietes
3.4 Simulationsmethode

3.5 Zeitintegrationsverfahren

3.5.1 Gegentberstellung expliziter und impliziter Verfahren
3.5.2 Euler-Verfahren und Projektionsmethode von Chorin
3.5.3 Euler-Leapfrog-Verfahren

Methodische Erweiterung von TURBIT um ein halbimplizites
Zeitintegrationsverfahren

4.1 Analyse des Stabilitatskriteriums des Euler-Leapfrog-Verfahrens
4.2 Literaturstand zu halbimpliziten Zeitintegrationsverfahren
4.3 Auswahlkriterien fir TURBIT

4.4 Analytische Untersuchung der halbimpliziten Verfahren

Seite

16

20

20
22
23
28
29

29
30
31

35

35
38
40
41



4.5
4.6
4.7
4.8
4.9

4.4.1 Bemerkungen zu Konsistenz, Stabilitdt und
Konvergenz

4.4.2 Nachweis der Konsistenz mit der Methode der
modifizierten Gleichung

44.3 Stabilitdtsuntersuchung mit der Von Neumann-
Methode

4.4.4 Spektralanalyse des numerischen Fehlers

Numerische Untersuchungen

Schlufifolgerungen fiir die Anwendung in TURBIT

Losung der Bestimmungsgleichung fiir das Temperaturfeld
Realisierung der Verfahren in TURBIT

Verifikation der neuen Simulationsmethode

4.9.1 Erfahrungen mit den halbimpliziten Verfahren
4.9.2 Nachrechnung eines Benchmark-Problems

- 4.9.3 Rayleigh-Bénard-Konvektion in Luft

Anwendungen fir Rayleigh-Bénard-Konvektion in
flassigem Natrium

5.1

5.2

Numerische Vorstudien

5.1.1 Der Einfluf}l der Griofle des Rechengebietes
5.1.2 Der Einflul}l der Grifle der Maschenweiten
5.1.3 Abschitzung fiir die Dicke der viskosen Grenzschicht

Simulationsfiihrung und Auswerteverfahren

5.2.1 Simulationsstrategie
5.2.2 Auswerteverfahren
5.2.3 Spezifikation der durchgefiihrten Simulationen

Seite

41

43

46

50

54
62
64
69
70

70
72
75

80

80

80
83
88

92

92
94
95



5.3 Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

5.3.1 Vergleich von Nusselt-Zahlen

5.3.2 Vergleich von RMS-Werten von Temperaturfluktuationen
5.4 Statistische Analyse der Simulationsergebnisse

54.1 Ergebnisse zum Temperaturfeld

5.4.2 Ergebnisse zum Geschwindigkeitsfeld

5.4.3 Eindimensionale Energiespektren

5.4.4 Grashof-Analogie des Geschwindigkeitsfeldes

5.4.5 Zeitsignale
5.5 Phinomenologische Analyse

5.5.1 Strukturen der Konvektion

5.5.2 Mechanismen der Konvektion

5.5.3 Diskussion der Ergebnisse zur Triagheitskonvektion
5.6 Analyse von Turbulenzmodellansitzen

5.6.1 Zu statistischen Turbulenzmodellen

5.6.2 Zur Uberpriifung von SchlieBungshypothesen

5.6.3 Transportgleichung fir die kinetische Turbulenzenergie

5.6.4 Transportgleichung fiir den turbulenten Warmestrom

5.6.5 Transportgleichung fiir die Temperaturschwankungen
Schlulbetrachtung
6.1 Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse

6.1.1 Numerisches Verfahren

6.1.2 Phinomenologie der Konvektion

6.1.3 Statistische Beschreibung der Turbulenz
6.2 Ausblick

Seite

97

98
100

101

101
106
110
112
113

117

117
130
139

145

145
149
150
159
168

175

175

175
176
177

179



Seite

Literaturverzeichnis : 181
Anhang
Anhang A Quantitative Analyse der numerischen Diffusion 194

von LFCN- und ABCN-Verfahren

Anhang B Von Neumann-Stabilitdtsanalyse von 196
LFCN- und ABCN-Verfahren

Anhang C Erweiterung des Poisson-Losungs-Paketes 200

Anhang D Untersuchungen zur Genauigkeit von 206
LFCN-und ABCN-Verfahren

Anhang E Abschéitzung fiir einen zur rdumlichen Mittelung 208
dquivalenten Mittelungszeitraum



Nomenklatur

Lateinische Buchstaben

Ar
C

Gr

=

~ Iy -

Auftriebsterm in der Impulsgleichung
Courant-Zahl

Modellkoeffizient (5.43)
Modellkoeffizient (5.36)
Modellkoeffizient (5.37)
Modellkoeffizient (5.41)

Koeffizient des k-¢ Turbulenzmodells (5.27)
Diffusionszahl

Plattenabstand bzw. Kanalhohe
Diffusionsterm in der T_'2/2-G1eichung
Diffusionsterm in der Impulsgleichung

Diffusionsterm in der k-Gleichung

Diffusionsterm in der u3'T" - Gleichung
Diffusionsterm in der Energiegleichung
eindimensionales Energiespektrum
Flachheit (5.21)

Erdbeschleunigung

Verstarkungsfaktor bzw. -matrix (Kapitel 4)

Produktion/Vernichtung von k durch Auftriebskrifte

Grashof-Zahl (2.3)

Maschenweite

Schichthohe im Experiment von Kek (1989)
Einheitsmatrix

imaginére Einheit I = V-1 (Abschnitt 4.4)



IM, JM, KM  Anzahl der Maschen in xj-, xg- bzw. x3-Richtung

k kinetische Turbulenzenergie

k Wellenzahl (Kapitel 4)

K; konvektiver Term in der Impulsgleichung

K7 konvektiver Term in der Energiegleichung

L charakteristische Lange

M Maschenanzahl (Kapitel 4)

MV molekularer Vernichtungsterm in der u3'T’ - Gleichung

n Zeitschrittzdhler

N Anzahl der Zeitschritte eines Integrationszyklusses

Nu Nusselt-Zahl (2.4)

p Druck

Pg Produktionsterm in der T"2/2- Gleichung

Py Druckterm in der Impulsgleichﬁng

Py, Produktionsterm durch Schubspannungen in der k-Gleichung

Py Produktionsterm in der u3'T" - Gleichungr

Pepy Maschen-Peclet-Zahl (4.27) |

Pr Prandtl-Zahl (2.2)

Prs turbulente Prandtl-Zahl (5.29)

PS Druck-Temperaturgradienten-Korrelation in der
u3'T'- Gleichung

q Warmestromdichte

R Zeitskalenverhéltnis (5.42)

Ra Rayleigh-Zahl (2.1)

Ra, kritische Rayleigh-Zahl

Ra.n1 zweite kritische Rayleigh-Zahl

Re Reynolds-Zahl

S Schiefe (5.20)

SF Sicherheitsfaktor fur die Zeitschrittweite (3.25)

VI



tsim

At
Atmax

T

Tref
Twi
Twa2
ATw

Uo

o

up, uz, u3
u;*

X1, X2, X3

Ax

Zeit

simulierte Problemzeit

Zeitschrittweite

maximal zuldssige Zeitschrittweite
Temperatur

Referenztemperatur

Temperatur der unteren Wand

Temperatur der oberen Wand

Differenz der Wandtemperaturen
charakteristische Geschwindigkeit (Kapitel 4)
Bezugsgeschwindigkeit (3.1)
Geschwindigkeitskomponenten

Néaherung fir das Geschwindigkeitsfeld (3.18)
Koordinatenrichtungen (kartesisch)

Maschenweite (Kapitel 4)

Axi, Axg, Axg  Maschenweiten in x;-, x9- bzw. x3-Richtung

X1, X2

2

Periodenldnge in xj- bzw. x2-Richtung

Wandabstand (5.17)

Griechische Buchstaben

Volumenausdehnungskoeffizient
Differenzenoperator (3.11)
Kroneckersymbol (= 1 firi=j, = 0 firi =)
Dicke der thermischen Grenzschicht
Abbruchfehler (Kapitel 4 und Anhang A)

Dissipation der kinetischen Turbulenzenergie (Kapitel 5)

\l



© I R

<>

Vernichtungsterm in der ﬁ&Gleichung

Kolmogoroff-Lange

”Kolmogoroff-Liange” fiir das Temperaturfeld

Faktor in Gl. (3.21)

Faktor in Gl. (3.21)
Temperaturleitfahigkeit
Wirbeldiffusivitéat (5.34)
Wellenldnge

Eigenwert (Kapitel 4 und Anhang B)
Warmeleitfahigkeit

Faktor im Zeitschrittkriterium (3.22)
kinematische Zahigkeit
Wirbelviskositat (5.27)

Faktor in GI. (3.21)

Kreiszahl

Dichte

Prandtl-Zahl fiir  (5.32)
charakteristische Zeitskala
Platzhalter fiir Stromungsgrofie
Phasenwinkel (Kapitel 4)
Faktor in Gl. (3.21)

Faktor in Gl. (3.21)

Phase (Kapitel 4)

Wirbelstdrke

VHI



Indizes
tiefgestellt
c

DNS

ex

FM

FS

ges
i,k

max
q
rms
t

T

W

kritischer Wert

direkte numerische Simulation

exakt

Flussigmetall

Feinstrukturanteil

Term in der T"2/2- Gleichung

gesamt

Maschenindex in xj-, x2- bzw. x3-Richtung
Term in der Impulsgleichung

Term in der k-Gleichung

Maximalwert

Term in der u3'T"-Gleichung
“root-mean-square”

turbulent

Term in der Energiegleichung

Wand

hochgestellt

n

T

Symbole

S

¢|

S

=

Zeitindex

transponiert

dimensionsbehaftete Grofle
Fluktuationsanteil der Grofie ¢
Mittelwert der Grofle ¢ |

Vektor u = (uy, ug, ug)T



0/0x partielle Ortsableitung

o/at partielle Zeitableitung
\Y Nabla-Operator V = (d/dxy, 8/dx2, 3/0x3)T
A Differenz

Abkﬁrzungen

ABCN Adams-Bashforth-Crank-Nicolson-Verfahren

CFL Courant-Friedrichs-Lewy-Kriterium
LFCN Leapfrog-Crank-Nicolson-Verfahren
RMS ”Root-Mean-Square”-Wert



1. Einleitung

1.1 Definition und Bedeutung der Naturkonvektion

Strémungsvorginge, die auf schwerkraftbedingte Auf- und Abtriebskrafte zu-
rickzufihren sind, werden als Naturkonvektion oder freie Konvektion bezeich-
net. Ursache dieser Auf- und Abtriebskrafte sind Dichteunterschiede in einem
Fluid im Schwerefeld. In realen Fluiden mit im allgemeinen temperaturabhéangi-
gen Stoffwerten sind solche Dichteunterschiede auf Temperaturunterschiede zu-
ruckzufiihren. In diesen Féillen ist Naturkonvektion stets mit einem Warmetrans-
port verbunden.

Naturkonvektion ist eine in der Natur hdufig anzutreffende Strémungsform. Ins-
besondere beeinfluflit freie Konvektion den Warmetransport in der Erdatmosphé-
re und bestimmt dadurch das Wetter. Auch fir das lokale Klima ist z.B. die War-
meabfuhr von erwirmten Landflichen durch freie Konvektion von grofer Bedeu-
tung. In der Geophysik wird die Kontinentaldrift durch Konvektion im Magma-
kern der Erde erkléart [Lugt (1979)]. In der Astrophysik fiihrt man die Granulation
auf der Sonnenoberfliche auf das Vorhandensein groraumiger Konvektionstruk-
turen zurick [Kippenhahn (1990)].

Zu den technischen Bereichen, in denen Naturkonvektion eine entscheidende Rol-
le spielt, gehoren z.B. die Heizungs- und Klimatechnik in Gebéduden, die Ausbrei-
tung von Abluft aus Kaminen und von Kiihl- und Abwissern in Gewissern. In der
GieBereitechnik und bei der Ziichtung von Kristallen kann Naturkonvektion ei-
nen unerwinschten Einflul auf Erstarrungsvorgidnge haben. Ein Anwendungs-
beispiel im Bereich der Energietechnik sind Naturzug-Kihltiirme bei Kraftwer-
ken. ' ’

1.2 Problemstellung

Von besonderem Interesse im Rahmen dieser Arbeit ist die Bedeutung der Natur-
konvektion fiir Reaktoren, bei denen fliissiges Natrium als Kithlmittel verwendet
wird. Bei der Entwicklung solcher Reaktoren wird verstirkt Wert gelegt auf
selbsttatig wirksam werdende Sicherheitseigenschaften. So soll z.B. gewihrleistet
sein, daf beim Ausfall der externen Stromversorgung des Kraftwerks die bei der
Abschaltung des Reaktors freiwerdende Nachwérme ohne aktive Komponenten
(wie z.B. Pumpen) allein durch Naturkonvektion abgefiihrt werden kann. Fir die



Entwicklung und Auslegung solcher Reaktoren ist damit die Kenntnis der stro-
mungsmechanischen Vorgédnge von grofler Bedeutung. Experimente in verklei-
nerten Reaktormodellen werden aus Kostengriinden und zur Reduzierung des ex-
perimentellen Aufwands nicht mit flissigem Natrium, sondern mit Wasser als
Modellfluid durchgefiihrt [Satoh & Miyakoshi (1989), Hoffmann et al. (1991)]. In
diesen Experimenten liegt zudem iiberwiegend laminare Strémung vor. Zur Uber-
tragung der Ergebnisse auf die realen Gegébenheiten im Reaktor, d.h. auf turbu-
lente Strémung in flissigem Natrium, sollen Rechenprogramme herangezogen
werden [Ninokata (1990), Borgwaldt (1990)]. Solche anwendungsorientierte Re-
chenprogramme fiir turbulente Stromungen in komplexen Geometrien basieren
auf statistischen Turbulenzmodellen. Diese enthalten eine Reihe von Modellan-
nahmen und Modellkoeffizienten, die im allgemeinen empirisch tiber Grundla-
genexperimente festgelegt werden.

Fir Flussigmetalle liegen lediglich fur Zwangskonvektion - bei der die Tempera-
tur wie eine passive skalare Erhaltungsgrofe betrachtet werden kann - Erfahrun-
gen mit statistischen Turbulenzmodellen vor [de Lemos & Sesonske (1985)]. Die
Naturkonvektion in Flussigmetallen stellt jedoch einen Anwendungsfall dar, auf
den diese Erfahrungen nur bedingt zu ibertragen sind. Hier wird die treibende
Kraft fir die Stromung tiber das Temperaturfeld eingebracht, so daf in Naturkon-
vektion ganz andere physikalische Mechanismen eine Rolle spielen. Diesen ist bei
der statistischen Modellierung entsprechend Rechnung zu tragen [Lawrence
(1989)]. Flussigmetalle unterscheiden sich zudem wegen ihrer sehr hohen Warme-
leitfahigkeit in ihren physikalischen Eigenschaften deutlich von denen konven-
tioneller Fluide. Turbulenzmodelle, die sich fiir Wasser oder Luft bewédhrt haben,
kénnen daher fiir Flissigmetalle nicht ohne weiteres iibernommen werden, da bei
diesen insbesondere diffusive Transportvorginge im Temperaturfeld von wesent-
licher Bedeutung sind. Die Ausfiihrungen verdeutlichen, daf} fiir die Berechnung
von technischen Strémungen in Flissigmetallen, die durch Auftriebskrifte domi-
niert werden, eine Validierung sowie gegebenenfalls eine Weiterentwicklung der
statistischen Turbulenzmodelle unumgénglich ist.

Notwendig fiir eine Validierung existierender Turbulenzmodelle fiir diesen An-
wendungsfall ist die Kenntnis der statistischen Eigenschaften von turbulenter
Naturkonvektion in Flissigmetallen. Voraussetzung fiir die Weiterentwicklung
der statistischen Modelle ist das Verstdndnis der grundlegenden physikalischen
Vorgiange in solchen Stromungen. Zur Untersuchung dieser Phinomene ist es
sinnvoll, auf Grundlagenexperimente in einfachen Geometrien tiberzugehen, da
hier die interessierenden Effekte isoliert beobachtet und studiert werden kénnen.



In der Literatur sind allerdings wegen groller experimenteller Schwierigkeiten
bei der Handhabung von Flussigmetallen nur wenige entsprechende Studien ver-
fiigbar [Kek (1989), Knebel (1993)]. Zudem konnen bewéhrte StromungsmeBtech-
niken wie die Hitzdrahtanemometrie oder die Laser-Doppler-Anemometrie in
Flissigmetallen nicht eingesetzt wer‘den. Damit sind Experimente in Fliissigme-
tallen haufig auf die Erfassung von Temperatursignalen durch Thermoelemente
beschrinkt, und es liegen kaum Daten fiir das turbulente Geschwindigkeitsfeld
vor.

Ein einfaches physikalisches Modell fiir Warmetibertragungsvorgéange durch Na-

turkonvektion ist die Rayleigh-Bénard-Konvektion. Die Geometrie ist gegeben
durch eine (theoretisch) unendlich ausgedehnte ebene Fluidschicht, die durch

zwei horizontale isotherme Wande begrenzt ist. Die untere Wand ist beheizt, die

obere Wand ist gekiihlt. Aus theoretischen und experimentellen Untersuchungen

ist bekannt, dal} der reine Wérmelei‘tungszustand bei Uberschreiten einer kriti-

schen Temperaturdifferenz instabil \Lvird [Chandrasekhar (1981)]. Es setzt Kon-

vektion in Form von zweidimensionalen stationidren Rollen ein. Mit weiterer Er-

hohung der Temperaturdifferenz zwi‘schen den Platten werden periodische Bewe-
gungen beobachtet. SchlieBlich wird die Bewegung ungeordnet, und es erfolgt der

Ubergang von laminarer zu turbulerL.ter Konvektion. Wahrend die auftretenden
Konvektionsformen fiir Fluide wie I;Juft, Wasser oder zihe Ole intensiv experi-
mentell untersucht wurden, ist hierl"iber fur Flussigmetalle nur wenig bekannt

[vergl. z.B. Krishnamurti (1973)]. V’on theoretischen Untersuchungen wird fiir

Flussigmetalle das Auftreten einer z‘weidimensionalen stationdren Konvektions-

form vorhergesagt, die durch ein Gleichgewicht zwischen Triagheits- und Auf-

triebskriften bestimmt ist [Busse & (Clever (1981), Clever & Busse (1981)]. Cha-

rakteristisch fur diese Trégheitskox‘lvektion ("inertial convection”) ist ein Ge-

schwindigkeitsfeld, bei dem das Fluid um ein Wirbelzentrum wie ein Starrkérper

rotiert. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einer Schwungradkon-

vektion ("flywheel convection”). Diese Konvektionsform ist durch Experimente al-
lerdings nicht eindeutig bestatigt.

Die Schwierigkeiten auf der experimentellen Seite legen es nahe, zu versuchen,

auf rein numerischem Wege eine Da’tenbasis fir turbulente Naturkonvektion in
flissigem Natrium bereitzustellen und durch deren Analyse auch einen Beitrag

|

zum Verstdndnis der grundlegenden physikalischen Vorgéinge in diesen Strémun-
gen zu leisten. Dazu herangezogen wJerden kann die Methode der direkten nume-
rischen Simulation. Dabei wird die raumliche Diskretisierung so gewéhlt, daf3 al-

le physikalisch relevanten Lidngenmalfstibe durch das Maschennetz aufgelost



werden. Dadurch sind zur Abbildung der realen Physik keinerlei empirische Tur-
bulenzannahmen notwendig. Die direkte numerische Simulation stellt hohe An-
forderungen beziiglich Speicherplatz und CPU-Zeit und ist bei der derzeitigen
Rechnergeneration auf kleine Turbulenzgrade und einfache Geometrien be-
schrankt. Héhere Turbulenzgrade konnen mit der Methode der Grobstuktursimu-
lation (”large-eddy-simulation”) erreicht werden, bei der nur die groirdumigen
Wirbel durch das Maschennetz aufgelost werden. Die Wirkung der nicht durch
das Maschennetz erfaflbaren kleinen Wirbel wird durch das sogenannte Fein-
strukturmodell ("subgrid-scale-model”) modelliert.

Das am Institut fir Reaktorsicherheit verfiighare Rechenprogramm TURBIT ba-
siert auf einem Finite Volumen-Verfahren, und erlaubt die direkte numerische
Simulation und die Grobstruktursimulation turbulenter Strémungen in einfa-
chen Kanalgeometrien [Schumann (1973), Grétzbach (1977)]. Das Programm wur-
de fiir eine Reihe verschiedener Anwendungen verifiziert [Grétzbach (1987)], dar-
unter auch blinde Vorhersagen fiir ein Benchmark von Naturkonvektion in einem
mit einem flussigen Metall gefillten rechteckigen Behalter [Grétzbach (1990b)].
Bei diesen Simulationen zeigte sich, dal numerische Simulationen von Naturkon-
vektion in Flussigmetallen mit TURBIT zwar prinzipiell méglich, aber sehr ineffi-
zient sind. Zuruckzufihren ist dies auf das vollexplizite Zeitintegrationsverfahren
in TURBIT, das aus Griinden der numerischen Stabilitdt die Verwendung sehr
kleiner Zeitschrittweiten erfordert. Zeitschrittbestimmend ist dabei die thermi-
sche Diffusion. Aufgrund der hohen Wirmeleitfahigkeit der Flussigmetalle lau-
fen molekulare Temperaturausgleichvorgiange sehr rasch ab. Bei einem expliziten
Zeitintegrationsverfahren mufl diese sehr kleine Zeitskala durch eine entspre- -
chend kleine Zeitschrittweite aufgelost werden. Wesentlich effizienter ist deshalb
fur Flussigmetalle ein halbimplizites Zeitintegrationsverfahren fiir die Energie-
gleichung, bei dem die diffusiven Terme implizit behandelt werden. Dadurch ist
die Verwendung wesentlich gréflerer Zeitschrittweiten moglich, die zwar nicht
mehr die sehr kleine Zeitskala der thermischen Diffusion auflésen, aber weiterhin
die, des fiir die Turbulenz mafigeblichen konvektiven Transportprozesses. Implizi-
te Zeitintegrationsverfahren erfordern im Gegensatz zu expliziten Verfahren fiir
jeden Zeitpunkt die Losung eines Gleichungssystems und beinhalten so einen zu-
satzlichen numerischen Aufwand. Einem expliziten Verfahren beziiglich der Effi-
zienz lberlegen ist das implizite Verfahren nur, wenn es gelingt, diesen zusitzli-
chen Aufwand méglichst gering zu halten.



1.3 Zielsetzung und Vorgehensweise

Fir die Untersuchung von Naturkonvektion in Flussigmetallen ergibt sich aus
obiger Diskussion die folgende Zielsetzung und Vorgehensweise:

e Das Rechenprogramm TURBIT ist methodisch so zu erweitern, dafl damit effi-
ziente numerische Simulationen turbulenter Naturkonvektion in Flussigme-
tallen méglich werden. Als geeignete Methode erscheint ein halbimplizites
Zeitintegrationsverfahren fir die Energiegleichung mit impliziter Behand-
lung der diffusiven Terme. Wert zu legen ist auf eine effiziente Losung des re-
sultierenden Gleichungssystems.

e Nach der Verifikation des neuen Verfahrens soll fir Rayleigh-Bénard-
Konvektion in fliissigem Natrium fiir kleine Turbulenzgrade mittels direkter
numerischer Simulation eine Datenbasis bereitgestellt werden.

e Die Simulationsergebnisse sollen herangezogen werden, um Aufschluf} tber
die Mechanismen sowie die rdumlichen und zeitlichen Strukturen, die in die-
sen Stromungen eine Rolle spielen, zu erhalten. Insbesondere sollen die nume-
rischen Ergebnisse daraufhin untersucht werden, inwieweit die von stationé-
ren zweidimensionalen Methoden vorhergesagte Tragheitskonvektion (bzw.
ein dhnlicher Mechanismus) auch in dreidimensionaler zeitabhdngiger Kon-
vektion existiert.

® Aus der Analyse der numerischen Daten sollen existierende Turbulenzmodell-
ansitze auf ihre Gultigkeit und Anwendbarkeit auf die Naturkonvektion in
Flissigmetallen tberpriift werden. Schwéchen solcher Anséitze sollen aufge-
deckt und Verbesserungsmaoglichkeiten aufgezeigt werden. Anhand eines Ver-
gleichs der Ergebnisse dieser statistischen Analysen mit denen fiir turbulente
Rayleigh-Bénard-Konvektion in Luft soll iiberpriift werden, inwieweit Aussa-
gen auf Naturkonvektion beliebiger Fluide erweitert werden kénnen, bzw. auf
Flissigmetalle beschrinkt bleiben miissen.



2. Rayleigh-Bénard-Konvektion

Betrachtet man eine ebene Fluidschicht, die zwischen zwei horizontalen isother-
men und idealerweise unendlich ausgedehnten Platten eingeschlossen ist, wobei
die untere beheizt und die obere gekiihlt ist, so stellt man fest, daB bei Uberschrei-
ten einer bestimmten Temperaturdifferenz der bis dahin vorliegende reine Wir-
meleitungszustand instabil wird und sich eine Konvektionsbewegung einstellt.
Dieses physikalische Phidnomen bezeichnet man als Rayleigh-Bénard-Konvek-
tion.

2.1 Kennzahlen

Charakterisiert wird das Rayleigh-Bénard-Problem durch zwei dimensionslose
Kennzahlen. Dies ist zum einen die Rayleigh-Zahl

§6AT D

Ra = ——e—. (2.1)
Hier ist g die Erdbeschleunigung, ,é der Volumenausdehnungskoeffizient, Ai’w die
Differenz der Temperatur der beiden Wénde, D die Schichthéhe, v die kinemati-
sche Viskositdt und x die Temperaturleitzahl. ~ kennzeichnet, daB es sich um di-
mensionsbehaftetete Gréflen handelt. In der Rayleigh-Zahl spiegeln sich die we-
sentlichen physikalischen Mechanismen wider, die die Konvektion bestimmen.
Dies ist zum einen der Auftrieb, der als treibende Kraft im Zihler auftritt. In sei-
ner Bewegung gehemmt wird ein Fluidballen, der sich gegeniiber seiner Umge-
bung auf einem anderen Temperaturniveau befindet, durch Reibungseffekte.
Aber auch Warmeausgleichvorgéidnge zwischen dem Fluidballen und seiner Umge-
bung wirken sich hemmend auf die Konvektionsbewegung aus, da hierdurch die
Auftriebskraft vermindert wird. Die diese beiden molekularen Vorgédnge charak-
terisierenden StoffgroBen v und « treten daher in der Rayleigh-Zahl im Nenner
auf.

Die zweite dimensionslose Kennzahl des Rayleigh-Bénard-Problems ist die
Prandtl-Zahl

Pr (2.2)
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Sie kennzeichnet als Verhdltnis der molekularen Transportkoeffizienten von Im-
puls und Energie die Stoffeigenschaften des Fluides. Aus Rayleigh- und Prandtl-
Zahl kann eine weitere dimensionslose Kennzahl abgeleitet werden. Dies ist die
Grashof-Zahl

sa.n A3
Ry  EBAT, D
Gr= — = - : (2.3)
v

Sie kann als Produkt der beiden Kraftverhéltnisse Auftrieb zu Reibung und Trag-
heit zu Reibung interpretiert werden.

Der Wiarmeiibergang durch die Fluidschicht setzt sich aus Beitrdgen durch Wir-
meleitung und durch Konvektion zusammen. Zur Charakterisierung des letzteren
Anteils dient eine weitere dimensionslose Kennzahl, die Nusselt-Zahl. Sie setzt
die Gesamtwirmestromdichte zur Warmestromdichte durch Wéarmeleitung ins
Verhiltnis

-

Nu = 9 gesamt = 1+ 9 Konvektion . (2.4)

Y Wirmeleitung 9 Wérmeleitung

Fur den Fall fest vorgegebener Wandtemperaturen ist die Nusselt-Zahl eine
Funktion der Ubrigen Kenngrofien des Rayleigh-Bénard-Problems

Nu = f(Ra,Pr). (2.5)

2.2 Stand des Wissens

Den Wert der Rayleigh-Zahl, bei dem die Konvektion einsetzt, bezeichnet man als
kritische Rayleigh-Zahl Ra.. Fir den Fall fester, ideal wiarmeleitender Winde
fihrt eine lineare Stabilitdtsanalyse auf das Ergebnis Ra, = 1 708 [z.B. Chandra-
sekhar (1981)]. Dieser Wert ist unabhédngig von der Prandtl-Zahl. Wird Ra, tiber-
schritten, so bildet sich ein regelmaBiges zweidimensionales Konvektionsmuster
in Form stationdrer Rollen aus. Die zu diesem Muster bei Ra. gehérende Wellen-
lange ist ic ~ 2.016 - D. Abb. 2.1 zeigt ein Interferogramm aus einem Experiment
von Jahn (1975) fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion in Luft bei Ra = 4 270. Sicht-



bar sind Linien gleicher Dichte. Da in diesem Experiment die Dichte der Luft nur
von der Temperatur abhéingt, stellen die Linien in Abb. 2.1 gleichzeitig Isother-
men dar. Deutlich ist das regelmaflige Konvektionsmuster mit den abwechselnd
auf- und abwirts gerichteten Stromungsbereichen erkennbar.

Abb. 2.1: Temperaturverteilung in einer Vertikalebene bei laminarer Ray-
leigh-Bénard-Konvektion in Luft, Ra = 4 270 (Interferogramm aus
Jahn (1975))

Mit zunehmender Rayleigh-Zahl erfolgt der Ubergang von stationdrer zwei-
dimensionaler zu dreidimensionaler zeitabhidngiger und schliellich turbulenter
Konvektion. Dieser Ubergang und die dabei auftretenden Konvektionsmuster
hiangen in starker Weise von der Prandtl-Zahl ab. Dies verdeutlicht Abb. 2.2, die
der Arbeit von Krishnamurti (1973) entnommen ist. Dabei handelt es sich um ei-
ne Art Zustandsdiagramm, in dem die in Experimenten fir Rayleigh-Bénard-
Konvektion beobachteten Stromungsformen in doppelt-logarithmischem Mafstab
als Funktion von Rayleigh- und Prandtl-Zahl aufgetragen sind. Man erkennt, daf3
sich der Ubergang vom reinen Wirmeleitungszustand zu zeitabhingiger und
schlieBlich zu turbulenter Konvektion fur Fluide hoher Prandtl-Zahl (Pr > 100)
iiber mehrere Grélenordnungen in der Rayleigh-Zahl erstreckt. Demgegeniiber
beobachtet Krishnamurti (1973) in ihren Experimenten fiir Quecksilber (Pr =
0.025), die sich bis zu Rayleigh-Zahlen Ra = 4 000 erstrecken, stationdre Konvek-
tion nur fiir Rayleigh-Zahlen Ra < 2 400.
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Abb. 2.2: Verschiedene Stromungszustinde in Rayleigh-Bénard-Konvektion in
Abhingigkeit von Rayleigh- und Prandtl-Zahl (nach Krishnamurti
(1973))

Rossby (1969) fiihrt Messungen in einer Quecksilberschicht (Pr = 0.025) fur
Rayleigh-Zahlen im Bereich 103 < Ra < 5-105 durch. Er folgert, daf die Konvek-
tion stets turbulent ist, und begriindet dies mit der relativ grofien Streuung der
Temperaturmefwerte beim Einsetzen der Konvektion im Vergleich zu Messun-
gen in Fluiden héherer Prandtl-Zahl. Seine Ergebnisse fafit er in der Korrelation

Nu = 0.147 - RaO'25,7 (2.6)

zusammen.

Sehr genaue Experimente in Quecksilber wurden von Fauve & Libchaber (1981)
durchgefiihrt. Allerdings hat ihr Behilter nur eine Gréfie von 1.6:0.8:0.8 cm3, so
daf} die Stromung ganz wesentlich durch die Seitenwénde beeinflufit ist. Dieser
Sachverhalt spiegelt sich auch darin wider, daB sie als kritische Rayleigh-Zahl fiir
ihr Experiment den Wert Ra, = 4 950 angeben. Aus theoretischen und experi-
mentellen Untersuchungen ist bekannt, daBl die kritische Rayleigh-Zahl in star-
ker Weise vom Verhiltnis der Schichthéhe zu den horizontalen Abmessungen des



Behalters abhédngt, und, wenn dieses steigt, Ra, ebenfalls anwachst [Davis (1967),
Stork & Muller (1972)].

Experimente fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion bei héheren Rayleigh-Zahlen
stammen von Globe & Dropkin (1959). Unter anderem fiihren sie auch Messungen
in einer Quecksilberschicht fiir den Bereich 2:105 < Ra < 2-107 durch. Ihre Er-
gebnisse fiir die Warmetibertragung fassen sie in der empirischen Beziehung

0.33

Nu = 0.069 - Ra": ,0.074 (2.7)

. P
zusammen, wobei diese nicht nur fiir Quecksilber, sondern auch fiir Fluide mit hé-
herer Prandtl-Zahl im Bereich 0.02 < Pr <8 750 gultig ist.

Auch bei Experimenten zur Rayleigh-Bénard-Konvektion in flissigem Natrium
beschrinken sich die Ergebnisse haufig auf Nusselt-Zahl-Korrelationen und da-
mit lediglich auf die Erfassung integraler Stromungseigenschaften. Messungen
des Wiarmetibergangs an der Unterseite einer kalten Platte, die ein heifles Natri-
umbad bestimmter Tiefe abdeckt, wurden von McDonald & Connolly (1960)
durchgefiihrt. Die Autoren geben die Beziehung

Nu = 0.0785 - Ra®-32 (2.8)

an, mit dem Gultigkeitsbereich 4.8-106 < Ra<4-:107. Experimente von Kudry-
avtsev et al. (1967) in einem zylindrischen Behélter mit einem Hohen- zu Durch-
messer-Verhiltnis von etwa eins fiihrten auf die Beziehung

Nu = 0.38 - (Ra-Pr033 (2.9)

mit dem Gultigkeitsbereich 2:103<Ra-Pr<8-103. Neuere Experimente zur
Rayleigh-Bénard-Konvektion in flissigem Natrium (Pr = 0.006) wurden von Kek
(1989) in einem zylindrischen Behélter von 500 mm Durchmesser und 15.5 mm
bzw. 46.5 mm Hohe vorgenommen [siehe auch Kek et al. (1990), Kek & Miiller
(1993)]. Er deckt damit den Rayleigh-Zahlen-Bereich 1.5-108<Ra<2.5-105 ab.
Aus seinen Experimenten leitet er die folgenden empirischen Beziehungen ab:
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Nu = 059 - R , 15-10° <Ra<8-10%, (2100
Nu = 0059 - Ra®®2, 12.10% <Ra<25-10% (2.10b)
Nu = 0117- Ra¥?®,  4.10* <Ra<25- 10°. (2.10¢)

Vergleicht man die empirischen Korrelationen der verschiedenen Autoren, so
wird deutlich, daB beziiglich des Wairmetbergangs bei Rayleigh-Bénard-
Konvektion in Fluiden kleiner Prandtl-Zahl eine erhebliche Unsicherheit besteht.
Korrelationen, die fiir die Abhingigkeit der Nusselt-Zahl von der Rayleigh-Zahl
ein 1/3-Potenzgesetz angeben, und damit auf einen turbulenten Charakter der
Konvektion hindeuten, stehen solchen mit dem Exponent 1/4 gegentber, die auf

einen eher laminaren Charakter der Konvektion schlieflen lassen [vergl. Kutate-
ladze et al. (1958)].

Abb. 2.3: Abhingigkeit der Nusselt-Zahl von der Rayleigh-Zahl fir verschie-
dene Prandtl-Zahlen: Pr = 0.006 nach Kek (1989), Pr = 0.025, 7, 200
nach Rossby (1969), Pr = 0.7 nach Threlfall (1975); nach Kek (1989).

Die empirischen Korrelationen (2.10a-c) von Kek (1989) fiir den Warmetibergang
in Natrium sind zusammen mit Ergebnissen anderer Autoren fiir Fluide hoherer
Prandtl-Zahl in Abb. 2.3 dargestellt. Danach erfolgt fiir den Fall mittlerer und ho-
her Prandtl-Zahl sofort nach Uberschreiten der kritischen Rayleigh-Zahl eine
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starke Zunahme des konvektiven Warmetbergangs. Demgegeniber ist fiir Fluide
sehr kleiner Prandtl-Zahl zunéichst nur ein sehr schwacher Anstieg der Nusselt-
Zahl mit der Rayleigh-Zahl zu beobachten. Dieser Sachverhalt stimmt qualitativ
iberein mit dem Ergebnis einer analytischen Studie von Schliter et al. (1965).
Die Autoren ermitteln mit Hilfe einer Storungsrechnung fiir Fluide sehr kleiner
Prandtl-Zahl und fir nur schwach tberkritische Rayleigh-Zahlen die Abhéngig-
keit

Nu-1~(Ra- Ra,)- P2 (2.11)

Der nur sehr geringe konvektive Beitrag zum gesamten Wéarmetransport im
schwach tberkritischen Rayleigh-Zahlen-Bereich wirft die Frage auf, ob fur Flui-
de kleiner Prandtl-Zahl ein weiterer Schwellwert der Rayleigh-Zahl existiert, ab
dem dann ein mafigeblicher konvektiver Warmetransport auftritt. Dieser Frage-
stellung haben sich einige Autoren mit analytischen und numerischen Untersu-
chungen gewidmet. Zum Teil befassen sie sich aber mit Geometrien und Randbe-
dingungen, die eine Ubertragbarkeit der Ergebnisse auf Rayleigh-Bénard-Kon-
vektion fragwiirdig erscheinen lassen. So untersuchen Jones et al. (1976) unter
der Voraussetzung stationdrer rotationssymmetrischer Stromung den Wéirme-
transport torusformiger Konvektionszellen in einem vertikalen Zylinder fur den
Fall isothermer freier Randbedingungen. Sie zeigen, daf} fiir den Grenzfall ver-
schwindender Prandtl-Zahl eine zweite kritische Rayleigh-Zahl existiert, ab der
die Konvektion wesentlich zum Wéarmetransport beitrdgt. Die physikalische Ar-
gumentation ist, dafl die Intensitdt der Stromung zunéichst durch den starken
nichtlinearen Einflul} der konvektiven Terme in der Impulsgleichung beschrinkt
bleibt. Bei hoheren Rayleigh-Zahlen kann sich dann eine Stromungsform einstel-
len, bei der die nichtlineare Kopplung des Impulstransportes wegfillt, so daf} eine
Intensivierung der Stromung und damit auch des konvektiven Warmetransportes
einsetzen kann. Die Autoren zeigen, daf dies der Fall ist, wenn das Fluid wie ein
Starrkorper rotiert. Dann bilden Stromlinien und Linien gleicher Wirbelstdrke
konzentrische Kreise und die Nichtlinearitidt verschwindet. Man spricht in die-
sem Zusammenhang von Tréagheitskonvektion (”inertial convection”), oder auch
von Schwungradkonvektion ("flywheel convection”).

In Fortsetzung der Arbeit von Jones et al. (1976) untersucht Proctor (1977) die
Wirmeutbertragung in Fluiden kleiner Prandtl-Zahl in einem horizontalen Zylin-
der. Er betrachtet den Fall fester Randbedingungen und beschrinkt sich auf sta-
tiondre zweidimensionale Konvektion. Als Randbedingung fir die Temperatur
gibt er eine beheizte untere und gekiihlte obere Zylinderhalbschale vor. Auch
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Proctor (1977) findet fiir den Grenzfall Pr — 0 eine zweite kritische Rayleigh-Zahl,
ab der ein starker Anstieg des konvektiven Warmetransportes festzustellen ist.
Wie bei Jones et al. (1976) ist auch hier die Konvektion gekennzeichnet durch eine
reibungsfreie Kernstromung.

Clever & Busse (1981) und Busse & Clever (1981) betrachten die Geometrie der
Rayleigh-Bénard-Konvektion und untersuchen, ob hier ein zur Triagheitskonvek-
tion dquivalenter Mechanismus existiert. Dabei beschrianken auch sie sich auf
stationdre zweidimensionale Konvektionsformen und fiithren mit Hilfe eines
Spektralverfahrens numerische Simulationen fiir den Parameterbereich 0.001 <
Pr =< 0.71 und Ra = 20 000 durch. Die Ergebnisse fir Pr < <1 und Ra =~ 104 lie-
fern nahezu kreisférmige Stromlinien und Linien gleicher Wirbelstdrke und deu-
ten damit auf die Triagheitskonvektion hin. Desweiteren stellen die Autoren fest,
dafl fir Rayleigh-Zahlen Ra < 104 der Wirmeiibergang sehr stark von der
Prandtl-Zahl abhingt (vergl. hierzu Schliter et al. (1965)), wiahrend er fiir Ra >
104 praktisch unabhéngig von der Prandtl-Zahl ist. Als Wert fiir die zweite kriti-
sche Rayleigh-Zahl fiir den Grenzfall Pr — 0 geben die Autoren Ra. 7 = 7 373 an.

Bei der Bewertung dieser Studien ist in Betracht zu ziehen, daf} sie sdémtlich von
der Voraussetzung stationirer zweidimensionaler Stromung ausgehen. Aus Expe-
rimenten [Rossby (1969), Krishnamurti (1973)] ist bekannt, dafl in Flussigmetal-
len bereits weit unterhalb von Ra = 7 400 dreidimensionale zeitabhéngige Kon-
vektionsformen auftreten. Auch frithere Stabilititsuntersuchungen von Clever &
Busse (1974) ergaben, dafl in Quecksilber (Pr = 0.025) die zweidimensionalen
Konvektionsrollen bereits bei Rayleigh-Zahlen von Ra = 1 900 instabil werden.
Es tritt eine dreidimensional-oszillatorische Instabilitat auf, siehe Skizze in Abb.
2.4, die zu zeitlich periodischen Losungen fiihrt. Die Gultigkeit der oben aufge-
fuhrten Voraussetzungen ist in der Realitdt damit nicht gegeben, so daB die in die-
sen Studien gewonnenen Ergebnisse zur Tragheitskonvektion hinsichtlich ihrer
physikalischen Relevanz prinzipiell eher vorsichtig zu bewerten sind.

Dennoch werden die wesentlichen Aussagen der analytischen und numerischen
Untersuchungen durch ein Experiment von Chiffaudel et al. (1987) qualitativ be-
statigt. Die Autoren untersuchen Rayleigh-Bénard-Konvektion von Quecksilber
in einem rechteckigen Behilter der Hohe 8 mm und der Grundfliache 50 x 34 mm2
in der Umgebung der kritischen Rayleigh-Zahl. Dabei gelingt es ihnen, durch Va-
riation der mittleren Temperatur des Quecksilbers, den Prandtl-Zahlen-Bereich
0.02 = Pr = 0.04 abzudecken. Die Autoren identifizieren zwei verschiedene sta-
tiondre Konvektionsformen, die sich durch unterschiedliche Steigung dNu/dRa
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Abb. 2.4: Qualitative Skizze der oszillierenden Konvektionsrollen in Queck-
silber nach Clever & Busse (1974). Die Ausbreitungsrichtung der Wel-
len ist entlang der Rollenachsen.

auszeichnen: Die viskose Konvektion fiir 1 < Ra/Ra. < 1.06 und die Trigheits-
konvektion fiir 1.06 < Ra/Ra. < 1.4. Fur Ra > 1.4 Ra. beobachten Chiffaudel et
al. (1987) das Einsetzen zeitabhingiger Konvektion. Charakteristisch fiir den vis-
kosen Bereich ist die Abhangigkeit der Steigung dNu/dRa von der Prandtl-Zahl,
ein Ergebnis, das in Ubereinstimmung ist mit der Vorhersage von Schliiter et al.
(1965). Im Gegensatz hierzu erweist sich die im Vergleich zur viskosen Konvek-
tion hohere Anstiegsrate d Nu/dRa der Triagheitskonvektion in ihrem Experiment
als unabhingig von der Prandtl-Zahl. Diese Eigenschaften beider Konvektions-
formen diskutieren die Autoren anschaulich anhand der Oberbeck-Boussinesq-
Gleichungen. So skaliert fiir den Fall kleiner Prandtl-Zahl das Geschwindigkeits-
feld u mit der Prandtl-Zahl, weshalb der konvektive Warmetransport klein bleibt
und stark von Pr abhidngt. Dies entspricht dem viskosen Bereich. Nur fiir den
Fall, dafl sich Tragheitsterm und Druckgradient aufheben, hangt u nicht von der
Prandtl-Zahl ab, und es kénnen sich in diesem Tragheitsbereich groflere Ge-
schwindigkeiten und ein verstarkter konvektiver Warmetransport einstellen.

In einer neueren Studie erweitern Clever & Busse (1987) ihre Untersuchungen
auf dreidimensionale Stromungen. Fir ihre numerischen Simulationen verwen-
den sie ein Spektralverfahren. Dabei nutzen sie Symmetrieeigenschaften der ge-
suchten Lésungen aus und reduzieren so die Anzahl der unbekannten Koeffizien-
ten. Neben anderen Fluiden betrachten sie auch Rayleigh-Bénard-Konvektion in
Quecksilber fur Rayleigh-Zahlen im Bereich 2 000 =< Ra =< 2 500. Als Konvek-
tionsmuster ergeben sich die in Abb. 2.5 fiir Ra = 2 000 und Ra = 2 500 wiederge-
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gebenen Wanderwellen. Die Autoren finden, daf} mit dem fJbergang von zwei- zu
dreidimensionaler Konvektion eine Reduktion des Warmeitibergangs (und damit
der Nusselt-Zahl) verbunden ist. In Fortfithrung dieser Arbeit betrachten Clever
& Busse (1990) den Fall Pr = 0.01. Den Ubergang von zweidimensionalen statio-
niaren Konvektionsrollen zur Wanderwellenkonvektion ermitteln sie fiir den Fall
sehr kleiner Prandtl-Zahl bei Ra = 1 854. Eine dritte, mit einem Anstieg der
Nusselt-Zahl verbundene Verzweigung manifestiert sich im Ubergang von sym-
metrischer zu asymmetrischer Wanderwellenkonvektion. Clever & Busse (1990)
betonen, daf3 sie keine Indizien fiir das Phdnomen einer Tragheitskonvektion fin-
den und die Existenz einer dreidimensionalen Form der Schwungradkonvektion
weiterhin unsicher bleibt.

Abb. 2.5: Wanderwellenkonvektion fiir Pr = 0.025. Dargestellt sind Linien
gleicher Vertikalgeschwindigkeit in der Mittelebene der Fluidschicht.
(a) Ra = 2 000; (b) Ra = 2 500; nach Clever &Busse (1987).

Sulem et al. (1985) und Meneguzzi et al. (1987) fithren erstmals direkte nume-
rische Simulationen fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion in Quecksilber (Pr =
0.025) durch. Die Autoren verwenden ein Pseudo-Spektralverfahren (16-16-33
Knoten) und betrachten die Konvektion bei schwach uberkritischen Rayleigh-
Zahlen 1708 = Ra = 2 000. In den horizontalen Richtungen geben si€ periodi-
sche Randbedingungen vor, wobei sie die Kanalabmessung tiber die Wellenlidnge
der am stdrksten instabilen Mode der zweidimensionalen Konvektionsrollen fest-
legen. Bezogen auf die Hohe der Fluidschicht betrachten sie lediglich ein Rechen-
gebiet der Grofle 2 : 2.5 : 1. Beginnend mit zweidimensionalen stationdren Kon-
vektionsrollen bei Ra = 1 708 identifizieren die Autoren mit wachsender
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Rayleigh-Zahl verschiedene Stromungszusténde. Im Bereich 1 887 < Ra < 1 895
treten dreidimensionale oszillatorische Instabilitdten auf, die zur Wanderwellen-
konvektion und zu zeitlich periodischen Losungen fihren. Fir Ra > 1 900 beob-
achten sie eine Modulation der Amplitude der Oszillation und neben der horizon-
talen Oszillation der Rollen auch eine vertikale Oszillation. In Fortfuhrung dieser
Arbeiten untersucht Thual (1992) unter Beibehaltung der Geometrie speziell den
Grenzfall Pr = 0. Die Ergebnisse stellt er denjenigen der Simulation mit Pr =
0.025 gegentber. Thual (1992) findet, daBl die Verzweigungsdiagramme der ersten
Instabilitdten in beiden Féllen sehr dhnlich sind. Fir Pr = 0.025 fihrt er mit der
verfeinerten Auflosung von 32:32:64 Knoten Simulationen bis Re = 128 000
durch und ermittelt die Proportionalitit

Nu ~ (Ra- Ra)0-584 (2.12)

Der Exponent ist wesentlich héher als bei den aus Experimenten abgeleiteten
Korrelationen (2.6), (2.7), (2.8), (2.9) und (2.10). Die starke Uberschitzung des
konvektiven Warmetransportes deutet darauf hin, dafl das in der numerischen
Simulation zugrundegelegte Rechengebiet deutlich zu klein ist [Grétzbach (1982),
(1983)1.

2.3 Anforderungen an die numerische Simulation

Die direkte numerische Simulation eines physikalischen Strémungsproblems
stellt eine Losung der dieses Problem beschreibenden exakten mathematischen
Gleichungen dar. Die Methode beinhaltet - im Gegensatz zur Grobstruktursimu-
lation oder der statistischen Simulation - keine empirischen Annahmen oder Er-
weiterungen zur Modellierung physikalischer Vorginge (vergl. Kapitel 3.4). Es
mulB aber sichergestellt sein, daf} die der Simulation zugrundeliegende raumliche
und zeitliche Diskretisierung alle physikalisch relevanten Lingen- und Zeitma@-
stdbe erfafit.

Aussagen uber die in einer Stromung auftretenden Langenmafstibe liefert
z.B. das Energiespektrum der rdumlichen Fluktuationen. Abb. 2.6 zeigt in sche-
matischer Weise das Spektrum der kinetischen Energie und der Temperaturfluk-
tuationen bei Rayleigh-Bénard-Konvektion in einem Flissigmetall. Charakteri-
stische Groflen des Liangenspektrums sind die Kolmogorofflinge n und die makro-
skopische Wellenldnge A. Die Kolmogorofflinge kennzeichnet den dissipativen
Bereich des Spektrums und ist ein MaB fur die Grée der Wirbel, bei der die kine-
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tische Energie in Wirme dissipiert wird. Sie ermoéglicht damit eine Abschétzung
fiir die Grof3e der kleinsten mit der Simulation aufzulésenden Skalen. Demgegen-
iiber kann die makroskopische Wellenldnge als ein Maf] fiir die gréfiten in der
Stromung auftretenden rdumlichen Strukturen angesehen werden.

Bei Naturkonvektion in einem Flussigmetall ist das Spektrum der Temperatur-
fluktuationen sehr langwellig. Ursache dafiir ist die hohe Warmeleitfadhigkeit der
Flussigmetalle, die zum einen eine weite rdumliche Kopplung bewirkt und ande-
rerseits kurzwellige Temperaturfluktuationen sehr stark dampft. Dies duflert sich
in der relativ grofien "Kolmogorofflinge” 7. Im Gegensatz zum Temperaturfeld
treten im Geschwindigkeitsfeld neben relativ grofirdumigen Strukturen auch
sehr kleine Wirbel auf. Zurickzufihren sind diese auf die nur geringe Ziahigkeit
der Flussigmetalle. Diese hat unter anderem eine grofie Empfindlichkeit der in
der Stromung auftretenden diinnen Scherschichten gegentiber Scherinstabilita-
ten zur Folge.

In E
in Eg

- = = = = Ink

Abb.2.6: Spektren der turbulenten Fluktuationen der kinetischen Energie E
und der Temperatur Ep, aufgetragen tber der Wellenzahl k fiir
Flussigmetallnaturkonvektion. Der EinfluB einer wachsenden
Rayleigh-Zahl auf die Spektren ist angedeutet.
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Aus der Notwendigkeit, bei einer direkten numerischen Simulation sowohl den
groflen Lingenmalflstab des Temperaturfeldes als auch den sehr kleinen des Ge-
schwindigkeitsfeldes aufzulésen, erwachsen hohe Anforderungen an das Ma-
schennetz. Es sind grofle Kanalweiten mit sehr feinen Maschen zu diskretisieren,
was zwangslaufig auf entsprechend grofle Maschenanzahlen fiihrt. Andererseits
hat das Auftreten sehr kurzwelliger Strukturen im Geschwindigkeitsfeld und das
Fehlen derselben im Temperaturfeld zur Folge, daf} bei einer Grobstruktursimu-
lation des Geschwindigkeitsfeldes unter Umsténden fiir das Temperaturfeld eine
direkte Simulation durchgefiihrt werden kann. Dies ist der Fall, wenn die klein-
sten relevanten Skalen des Geschwindigkeitsfeldes durch das Maschennetz nicht
mehr, aber die des Temperaturfeldes noch erfafit werden [Grotzbach (1981)].

In Abb. 2.6 ist auch der qualitative Einfluf der Rayleigh-Zahl auf die Spektren
dargestellt. Eine Erhéhung der Rayleigh-Zahl fiihrt sowohl zum Auftreten noch
kurzwelligerer Anteile als auch zur Ausbildung noch gréflerer Strukturen [Lipps
& Somerville (1971), Koschmieder (1974)] und damit zu einer weiteren Verbreite-
rung des Langenspektrums. Damit deutet sich an, daf direkte numerische Simu-
lationen turbulenter Konvektion in Flissigmetallen mit den derzeitigen Rech-
nern und Methoden auf einen unteren Rayleigh-Zahlen-Bereich beschrinkt sind.

Eine weitere Besonderheit bei der Naturkonvektion in Fluiden kleiner Prandtl-
Zahl ist die langsame zeitliche Entwicklung der Strémung. Typische Einlaufzei-
ten bei den Experimenten von Kek (1989) in fliussigem Natrium bei einer
Rayleigh-Zahl Ra = 6 000 waren, ausgehend vom Ruhezustand, ca. drei Stunden
und etwa eine Stunde bei einer Anderung der angelegten Temperaturdifferenz.
Im unteren Rayleigh-Zahlen-Bereich beobachtete er zu bestimmten Zeitabschnit-
ten liber Zeitrdume bis 800 Sekunden Temperaturoszillationen mit Periodendau-
ern zwischen 80 und 200 Sekunden.

Newell &’ Whitehead (1969) zeigen, daB sich rdumliche Ungleichférmigkeiten von
kleiner aber endlicher Amplitude Uber eine charakteristische Lange L durch Dif-
fusion mi?: der Zeitskala

1+ Pr i2

Pr : = (2.13)

N>
i

18



bzw. in dimensionsloser Form mit

(2.14)

b)l b~

1+ Pr
= v R
T = a

ausbreiten. Fir Fluide mit Pr < 1 ist z die viskose und anderenfalls die thermi-
sche Diffusionszeit. Es ist ersichtlich, dafl im Fall kleiner Prandtl-Zahl die Zeit,
die eine rdumliche Storung benétigt, um sich durch Diffusion im Stromungsfeld
ausbreiten zu kénnen, sehr grofl wird. Wihlt man in einer Simulation ruhendes
Fluid und randome Temperaturfluktuationen als Anfangsbedingung, so sind zu-
nichst die molekularen Transportmechanismen dominant und es ist fir Flussig-
metalle mit einer langen Transiente hin zu einem eingelaufenen Stromungszu-
stand zu rechnen. Dies 146t, eine vergleichbare Rayleigh-Zahl vorausgesetzt, fiir
Flussigmetalle eine groflere zu simulierende Problemzeit erwarten als fiir Fluide
mittlerer Prandtl-Zahl und wirkt sich damit unmittelbar in einem erhéhten nu-
merischen Aufwand fir eine Simulation aus.
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3. Mathematische Beschreibung

3.1 Grundgleichungen

Ausgangsbasis fiir die mathematische Beschreibung reibungs- und auftriebsbe-
hafteter Stromungen sind die physikalischen Erhaltungssétze fiir Masse, Impuls
und Energie [siehe z.B. Schlichting (1958)]. In dieser Arbeit werden ausschlieflich
Newtonsche Fluide betrachtet, bei denen ein lineares isotropes Stoffgesetz fiir die
Schubspannungen in Abhingigkeit der Deformationsgeschwindigkeit angesetzt
werden kann. Desweiteren soll von konstanten Stoffwerten der Fluide ausgegan-
gen werden. Insbesondere werden die Medien als inkompressibel angenommen.
Lediglich im Auftriebsterm wird entsprechend der Boussinesg-Approximation ei-
ne lineare Abhéngigkeit der Dichte von der Temperatur unterstellt. Die Gultig-
keit der Boussinesq-Approximation ist fiir Wasser und Luft bis zu Rayleigh-
Zahlen der Gréfenordnung 1017 gesichert, solange die angelegte Temperaturdif-
ferenz nicht zu grofl wird [Gray & Giorgini (1976)]. Fir flussiges Natrium ist der
Giltigkeitsbereich sogar noch um einige Gréoflenordnungen héher anzusetzen [Su-
giyama et al. (1991)]. Als weitere Vereinfachung, deren Gultigkeit unterstellt
werden kann, wird die Dissipation als vernachlidssighare Warmequelle betrachtet
und in der Energiegleichung demzufolge nicht als Quellterm berticksichtigt.

Es ist sinnvoll, auf die Betrachtung dimensionsloser Grofien tiberzugehen. Dies
fithrt auf dimensionslose Kennzahlen und bietet den Vorteil, dal unterschiedli-
che, aber physikalisch dhnliche Stromfelder durch exakt denselben Gleichungs-
satz beschrieben werden kénnen. Dariiber hinaus ergeben sich durch die Normie-
rung auch numerische Vorteile. Da die verschiedenen Terme nun von dhnlicher
Groflenordnung sind, wird der Fehler bei Rechenoperationen reduziert. Als Lin-
genmalistab wird bei der Rayleigh-Bénard-Konvektion tiblicherweise der Platten-
abstand D herangezogen. Die geeignete BezugsgroBe fiir Geschwindigkeiten in
Naturkonvektionsstromungen ist

L, = \/ g8 ATy D . (3.1)
Diese Geschwindigkeit kann als freie Fallgeschwindigkeit eines Fluidteilchens in
einer nicht zdhen, nicht wiarmeleitenden, aber temperaturgeschichteten Flissig-
keit aufgefaBt werden. Als ZeitmaRstab folgt D/i,. Dies ist die Brunt-Vaisala-

Zeitskala. Sie gibt die Periodendauer der Schwingung eines Fluidballens in einer
mit dem Temperaturgradienten dT/da%g =A Tw/f) stabil geschichteten, nicht wér-
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meleitenden und reibungsfreien Fluidschicht an. Fiir die Normierung der Tempe-
ratur wird die Beziehung

T T-T
7= w2 _ w2 (3.2)

A A

Ty~ Twe ATy

gewdhlt. Hier ist TW1 und T’Wg die Temperatur der unteren und oberen Wand.
Fir den dimensionslosen Druck folgt die Beziehung p = p/ (6102).

Damit ergibt sich fir ein kartesisches Koordinatensystem der folgende dimen-
sionslose Gleichungssatz zur mathematischen Beschreibung des physikalischen
Problems:

e die Kontinuitatsgleichung

Ju.
= 0 (3.3)

Jx-:
i

e die Navier-Stokes-Gleichungen (i = 1,2,3)

J d

atL * =

axj axi
QuU. ouU.

1
+ 9 Ly L (T _,-T)s. (3.4)
\/ 0x ref i3

Gr j dx. dx.
J i

e die Energiegleichung

Tu.
T a< uj) = - ki (3.5)
dt axj \/ Ra -Pr axj axj .

Es ist zu beachten, daf} die Einsteinsche Summationskonvention anzuwenden ist.
Das heilit, iber paarweise auftretende Indizes ist von 1 bis 3 zu summieren.
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3.2 Rand- und Anfangsbedingungen

Mit den Gleichungen (3.3 - 3.5) liegt ein geschlossenes System von fiinf gekoppel-
ten partiellen Differentialgleichungen fiir die fiinf abhédngigen Variablen u = (u;,
ug, ug), pund T vor. Zur Lésung dieses Gleichungssystems fiir die in Abb. 3.1 skiz-
zierte Geometrie einer ebenen Fluidschicht, die von zwei horizontalen Platten be-
grenzt ist, ist die Spezifikation von Rand- und Anfangsbedingungen notwendig.
Fir das Geschwindigkeitsfeld wird an beiden horizontalen Wanden die Haftbedin-

gung
vorgegeben. Fir das Temperaturfeld werden an beiden Wianden isotherme Rand-

bedingungen vorgeschrieben. Mit der Normierungsbeziehung (3.2) folgt fiir die di-
mensionslosen Wandtemperaturen

T(xl,xz,x3 =O,t> = TWl =1 (3.7a)

T(xl,xz,x3 =1,t> = TWZ =0. (3.7b)

Zur Abbildung der in den horizontalen Richtungen theoretisch unendlich ausge-
dehnten Fluidschicht des Rayleigh-Bénard-Problems werden in der numerischen

A
)4

X1

a1

Abb.: 3.1: Geometrie der betrachteten Fluidschicht
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Simulation periodische Randbedingungen verwendet. Mit ¢ als Platzhalter fiir u
und T und den Periodenléngen X7 und X2 als den auf die Schichthshe D bezogenen
Abmessungen des Rechengebietes in x1- bzw. xg-Richtung, gilt:

¢(x1+nX1,x2+mX2,x3> =¢(x1,x2,x3)’ nvaZ (3.8)

Eine angemessene Wahl der Periodenléngen ist eine wichtige Voraussetzung fiir
die korrekte Abbildung des physikalischen Problems durch die Numerik (siehe
auch Abschnitt 5.1.1).

Als Anfangsbedingung fiir das Geschwindigkeitsfeld wird von einem in Ruhe be-
findlichen Fluid ausgegangen. Fiir das Temperaturfeld wird ein dem Wéarmelei-
tungszustand entsprechendes lineares Temperaturprofil vorgegeben, dem rando-
me Stérungen kleiner Amplitude, typischerweise 10% von ATy, iiberlagert sind.
Diese Vorgehensweise erscheint fiir kleine Rayleigh-Zahlen sinnvoll, da so sicher-
gestellt ist, dafl nicht durch ein vorgegebenes Geschwindigkeitsfeld ein Stro-
mungspfad aufgeprigt wird, der im Verlauf der Simulation nicht mehr verlassen
werden kann. Fur grofiere Rayleigh-Zahlen wird eine andere Vorgehensweise ge-
wihlt. Hier wird ein im statistischen Sinne eingelaufener Stromungszustand ei-
ner kleineren Rayleigh-Zahl vorgegeben. Dies erscheint zuldssig, da man davon
ausgehen kann, dafl das Turbulenzfeld mit wachsender Rayleigh-Zahl genug ,,Sto-
rungsenergie” enthélt, um das vorgegebene Stromungsmuster der kleineren
Rayleigh-Zahl in den der neuen Rayleigh-Zahl entsprechenden Zustand zu tiber-
fiihren.

3.3 Diskretisierung des Rechengebietes

Analytische Lésungen der Navier-Stokes-Gleichungen sind nur fiir wenige spe-
zielle Geometrie- und Randbedingungskdmbinationen bekannt {Wang (1989,
1991)] und beschréinken sich auf laminare Stromungsvorgénge. Turbulente Stro-
mungen sind gekennzeichnet durch unregelmifige zeitliche und rdumliche
Schwankungen, sind daher prinzipiell zeitabhdngig und dreidimensional und be-
ziiglich ihrer lokalen momentanen Eigenschaften einer analytischen Behandlung
nicht zugédnglich. Vielmehr ist eine turbulente Strémung als ein chaotischer Vor-
gang zu verstehen, dessen Eigenschaften nicht deterministisch, sondern nur mit
den Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik erfat und beschrie-
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ben werden kénnen. Von der mathematischen Seite kommt daher nur eine nume-
rische Integration der Grundgleichungen in Betracht.

Grundlage eines numerischen Losungsverfahrens ist die Einfithrung einer rium-
lichen Diskretisierung. Hierzu wird das Rechengebiet mit einem Maschennetz
iberzogen. Dieses ist definiert durch eine Menge von Fliachen x; = konst.. Im fol-
genden werden in x;- und x2-Richtung dquidistante Maschenweiten Ax; und Axs
vorausgesetzt. Demgegeniiber wird in x3-Richtung eine nicht-dquidistante Dis-
kretisierung gewihlt. Damit ist das Rechengebiet in endliche Kontrollvolumina
unterteilt. Das Volumenelement V; j  umfa3t dabei den rdumlichen Bereich

IA

2yl =GDAx; = 2 = x|, =i-Ax,
lej-l =(-DAx, = x5 = x, Ij = j- Ax,,
k-1 E
*3lpa = 121 Azg (D) = xg3 < xg), = lel Axg ).

(3.9

Zur Diskretisierung einer kontinuierlichen Stromungsgréfie ¢ wird eine Mitte-
lungsoperation tiber ein Volumenelement V; j 1, definiert:

¢(x1,x2,x3)dx1 dx2 dx3 ) (3.10)
111~ *alja ¥ %3lea

Wendet man den Mittelungsoperator (3.10) auf die Grundgleichungen (3.3) - (3.5)
an, so kann in den Volumenintegralen der Ableitungen erster Ordnung eine Inte-
gration formal ausgefiihrt werden [Schumann (1973)]. Es ergeben sich Differen-
zen von Termen, in denen nur noch iiber zwei raumliche Variablen zu integrieren
ist. Die Volumenmittelung "5 wird in eine Differenzbildung von Flichenmittel-
werten ‘@ tberfiithrt, wobei i den Index der Richtung der Flachennormalen dar-
stellt. Fir den ersten Term der Kontinuitédtsgleichung kommt z.B.
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V.._..._

duyq 1
axl Axl sz Ax3
u
a dxl dx2 dx3
Axl sz Ax3
_ 1
Ax, Ax, Ax

[ul (iAxl, X9, x3)- uy ((i-l)Axl, X9, x3) } dxz dx3

1— 1—

1

=Ax ( ul (iAxl,xz, x3)" ul ((i'l)Ax11x21x3))
1

Uy . (3.11)

Die Grundgleichungen in Differenzenform ergeben sich mit dieser Schreibweise

zu
; —
51: u; =0 (3.12)
\%4
aul J i
TS +6J( u uj)=-6i p +
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T | &4 (3.13) '

(E) + 6 j(Tu ) = 1 ) o (3.14)
o) = 7 TRabr T | 3 |

Da die auftretenden Flachenmittelwerte je nach Geschwindigkeitskomponente
tiber ein anderes Flachenstiick der Masche zu bilden sind, ist es zweckmaiBig, ein
versetztes Maschennetz ("staggered grid”) zu benutzen. Dabei werden die skala-
ren Groéflen Druck und Températur im Maschenmittelpunkt definiert, die Ge-
schwindigkeiten dagegen jeweils um eine halbe Maschenweite in Richtung der
entsprechenden Komponente versetzt. Diese Vorgehensweise gestattet es, die
Kontinuitatsgleichung mit quadratischer Fehlerordnung beziiglich der Maschen-
weite zu diskretisieren, und so die Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes
mit erhéhter Genauigkeit sicherzustellen. Desweiteren spiegelt ein versetztes
Maschennetz in anschaulicher Weise wider, daf3 eine Druckdifferenz zwischen
zwel benachbarten Maschenmittelpunkten die treibende Kraft fir die dazwi-
schenliegende Geschwindigkeitskomponente ist. Eine ausfithrlichere Diskussion
uber die Vorteile eines versetzten Maschennetzes findet man bei Patankar (1980).

In den volumengemittelten Grundgleichungen (3.13) und (3.14) treten auf der
rechten Seite in den diffusiven Termen Flichenmittelwerte von Differentialquo-
tienten auf. Diese werden durch Differenzenquotienten der diskreten Variablen
approximiert, z.B.

— | = 0 uq . 15
) 1 1 (3.15)

Diese Ndherung ist fiir ein 4quidistantes Gitter der Maschenweite Ax; von zweiter
Ordnung genau, d.h. der Abbruchfehler ist von der Ordnung O (Ax;2). Fir Diffe-
rentialquotienten in x3-Richtung, in der eine nichtaquidistante Diskretisierung

26



vorgesehen ist, wird die quadratische Fehlerordnung der Approximation durch ei-
nen parabolischen Ansatz sichergestellt [siehe hierzu Schumann (1973), S. 731.

Durch die Betrachtung volumen- bzw. flaichengemittelter Gréflen auf einem ver-
setzten Maschennetz treten in den Differenzenformeln GréBen an Stellen auf, an
denen sie nicht definiert sind. Diese werden durch arithmetische Mittelung tber
die Nachbarmaschen angendhert, wobei nicht-adquidistante Maschen durch ent-
sprechende Gewichtung bertcksichtigt werden. Ebenso werden Grofien, die als
Volumenmittelwert definiert sind, aber als Flachenmittelwert benétigt werden,
durch lineare Mittelung aus den Werten angrenzender Maschen berechnet. Da
Geschwindigkeiten nur als Mittelwerte tber senkrecht zur Geschwindigkeits-
komponente orientierte Fliachen vorliegen, miissen Ausdricke, bei denen die
Richtung der Geschwindigkeitskomponente in der Ebene der Mittelungsflidche
liegt, ebenfalls approximiert werden. Die Definition der einzelnen Mittelungsope-
rationen sowie die getroffenen Néherungen findet man bei Schumann (1973) und
Mauch (1991).

Das in TURBIT realisierte Diskretisierungsverfahren der Finiten Differenzen
bietet als wesentliche Vorteile die relativ einfache Umsetzbarkeit in ein Rechen-
programm und die einfache Implementierbarkeit von Randbedingungen fir die
hier betrachtete Plattengeometrie. Nachteilig ist die durch Abbruchfehler beding-
te beschrédnkte Genauigkeit. Eine hohere Genauigkeit weisen Spektralverfahren
auf, bei denen fur die abhangigen Variablen eine Reihenentwicklung durchge-
fiuhrt wird. Ein wichtiger Vorteil dieser Methode ist die Méglichkeit der analyti-
schen Bestimmung von Gradienten der Stromungsgréfien. Als Nachteile sind die
hohe Komplexitat und schwierig zu implementierende Randbedingungen aufzu-
fiihren. Finite Differenzen- und Spektralverfahren sind jedoch gleichermafien un-
geeignet, wenn es um Stromungsvorginge in oder um unregelmiflige Gebiete
geht. Hier ist die Finite Elemente-Methode zu bevorzugen, bei der das Rechenge-
biet in einzelne Teilbereiche (iiblicherweise Tetraeder) aufgeteilt wird und auch
krummlinige Gebiete abgebildet werden kénnen. Vorteilhaft ist auch die Méglich-
keit einer lokalen Gitterverfeinerung in fiir das Strémungsverhalten sensitiven
Bereichen des Rechengebietes. Diesen Vorteilen steht auf der anderen Seite ein
grofler numerischer Aufwand zur Lésung der auftretenden komplexen Glei-
chungssysteme gegeniiber. Einen detaillierteren Uberblick iiber die einzelnen
Verfahren sowie deren Vor- und Nachteile findet man bei Fasel (1979).
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3.4 Simulationsmethode

Die Integration der Grundgleichungen iiber endliche Maschenvolumina ist fiir die
kontinuierlich variierenden Strémungsgroflen gleichbedeutend mit einer Filte-
rung. Treten in dem realen physikalischen Problem Wirbel auf, deren Abmessun-
gen kleiner als die Maschenweite sind, so kénnen turbulente Austauschvorginge,
die auf diese Wirbel zurtickzufithren sind, mit den volumengemittelten Gleichun-
gen nicht beschrieben werden. Im Energiehaushalt der Stromung spielen diese
Wirbel jedoch eine wesentliche Rolle, da sie die in groiraumigen Wirbelstruktu-
ren erzeugte kinetische Energie in Wéarme dissipieren (Vorstellung der Energie-
kaskade). Fiir die numerische Simulation bedeutet dies, dafl der physikalische
Einfluf} dieser nicht durch das Maschennetz aufgelosten Wirbel modelliert werden
mufl. Dies fiihrt auf die Methode der Grobstruktursimulation ("large-eddy-
simulation”). Deren Grundprinzip ist die Aufspaltung einer Gréfle ¢ in den soge-
nannten Grobstrukturanteil "é)_ und den nicht durch das Maschennetz erfafiten
Feinstrukturanteil ¢ s

v—
d = &+ d)FS . (3.16)
Fiihrt man diesen Ansatz in die Grundgleichungen ein, so treten nach der Volu-
menmittelung Zusatzterme auf, die auf die nichtlinearen konvektiven Glieder zu-
rickzufihren sind und formal den diffusiven Termen der Impuls- bzw. Energie-
gleichung zugeschlagen werden. Diese sogenannten Feinstrukturspannungen
und -wirmestrome reprasentieren den Einflul der nicht durch das Maschennetz
aufgelosten Wirbel. Die entsprechenden physikalischen Vorgéinge werden bei der
Grobstruktursimulation empirisch tiber das sogenannte Feinstrukturmodell be-
ricksichtigt. Einen Uberblick iiber die Methode der Grobstruktursimulation so-
wie Ubliche Feinstrukturmodelle bieten die Arbeiten von Ferziger (1983) und Vo-
ke & Collins (1983).

Bei der statistischen Simulation werden die Strémungsvariablen in einen zeitli-
chen Mittelwert und einen Schwankungswert aufgespalten, und es erfolgt eine
Mittelung der Grundgleichungen tuber den gesamten zeitlichen Frequenzbereich
(siehe hierzu Abschnitt 5.6.1). Damit setzen sich die zu modellierenden Reynolds-
schen Spannungen und turbulenten Warmestrome aus Anteilen aller im betrach-
teten Stromungsproblem vorhandenen Frequenzen zusammen. Ein grofler Vorteil
der Grobstruktursimulation, bei der nur eine Mittelung tber einen begrenzten
raumlichen Frequenzbereich erfolgt, gegentiiber der statistischen Simulation ist,
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daB das Feinstrukturmodell mit zunehmender Verfeinerung des Maschennetzes
an Bedeutung verliert. Ist das Gitter so fein, daf} es auch die kleinsten Skalen des
physikalischen Problems erfafit, so geht die Grobstruktursimulation uber in eine
direkte numerische Simulation. Dann wird das physikalische Problem voll-
standig durch die Gleichungen (3.12-3.14) beschrieben und es ist keine dartiber
hinausgehende empirische Modellierung physikalischer Vorgénge notwendig. Ei-
nen detaillierten Uberblick tber die verschiedenen numerischen Verfahren zur
Simulation inkompressibler turbulenter Stromungen findet man bei Ferziger
(1987).

In dieser Arbeit werden ausschlielich mit der direkten Simulationsmethode er-
zielte Ergebnisse vorgestellt. Es wird also stets angenommen, daf} der Feinstruk-
turanteil ¢rs verschwindet und somit keine Variationen der Stréomungsgroéf3en
innerhalb eines Maschenvolumens auftreten. Ein solches, der direkten Simula-
tion des Problems angemessenes, Maschennetz zu spezifizieren und damit die ge-
troffenen Voraussetzungen zu rechtfertigen, ist eine wichtige Forderung, die an
den Programmbenutzer zu stellen ist. Nur so kénnen mit der direkten Simula-
tionsmethode aussagefihige und belastbare Ergebnisse erzielt werden.

3.5 Zeitintegrationsverfahren

In Abschnitt 3.3 war es uber die Einfiihrung einer rdumlichen Diskretisierung
moglich, die Differentialquotienten der Ortsableitungen durch Differenzenquo-
tienten der diskreten Variablen anzunidhern. In diesem Abschnitt steht die Dis-
kretisierung des Zeitableitungsterms im Vordergrund. Diese ist notwendig, um
eine Integration der Grundgleichungen tiber der Zeit durchfiihren zu kénnen.

3.5.1 Gegeniiberstellung expliziter und impliziter Verfahren

Prinzipiell ist zu unterscheiden zwischen expliziten und impliziten Zeitintegra-
tionsverfahren. Bei ersteren erfolgt die Berechnung der Werte einer neuen Zeit-
ebene unmittelbar aus den bekannten Werten zuriickliegender Zeitebenen. Dem-
gegentiiber sind bei impliziten Zeitintegrationsverfahren rdumlich benachbarte
Werte der neuen Zeitebene miteinander gekoppelt. Solche Verfahren erfordern
daher fir jeden Zeitschritt die Losung eines Gleichungssystems und beinhalten
demzufolge gegentiiber expliziten Verfahren einen gréfleren numerischen Auf-
wand. Ein weiterer Vorteil expliziter Verfahren ist neben den geringeren Kosten
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pro Zeitschritt die einfachere Implementierung in Rechenprogramme. Nachteilig
gegentlber impliziten Methoden sind die unter Umstdnden deutlich strengeren
Stabilitdtskriterien. Desweiteren behandeln explizite Verfahren die Gleichungen
mehr als ein Anfangs- denn ein Randwertproblem, wie es fiir turbulente Strémun-
gen zutreffender ware. Bei impliziten Verfahren ist dagegen ein unmittelbarer
Einflufl der Randbedingungen auf die neue Zeitebene gewéhrleistet.

Bei der numerischen Simulation zeitabhingiger Stromungsvorginge ist es wich-
tig, dafl die Losung nicht nur im Raum, sondern auch in der Zeit méglichst genau
ist. Als eine ausgewogene numerische Methode erscheint eine solche, bei der die
Fehler durch die Zeitintegration in etwa gleich grof} sind wie diejenigen, die durch
das rdumliche Diskretisierungsverfahren eingebracht werden. Sind rdumliches
Diskretisierungsverfahren und Zeitintegrationsverfahren ausgewihlt, so be-
stimmt diese Genauigkeitsiiberlegung die Zeitschrittweite. Dabei muf} das Zeitin-
tegrationsverfahren fiir die so ausgewéhlte Zeitschrittweite stabil sein. Ist dies
fiir ein explizites Schema der Fall, so besteht keine Notwendigkeit, die Extrako-
sten eines impliziten Verfahrens in Kaufzu nehmen [Ferziger (1983)].

3.5.2 Euler-Verfahren und Projektionsmethode von Chorin

Das einfachste Zeitintegrationsverfahren ist das explizite Euler-Verfahren, bei
dem die Zeitableitung durch eine Vorwértsdifferenz approximiert wird. Betrach-
tet man die Impulsgleichung und stellen Kj, Dj, A; und Pj die Finite Differenzen-
approximation der konvektiven, diffusiven, Auftriebs- und Druckterme dar, so
lautet das Integrationsschema

w0

i _ n n n
Hierin ist At die Zeitschrittweite, n der Index zur Kennzeichnung der Zeitdiskreti-
sierung und i reprasentiert die drei Komponenten der Impulsgleichung (i =
1,2,3). Fiihrt man die Integration aus, so ergibt sich im allgemeinen ein Geschwin-
digkeitsfeld, das der Kontinuitatsgleichung nicht genugt.

Ein hiufig verwendetes Verfahren, die Divergenzfreiheit von un+1 sicherzustel-
len, ist die Projektionsmethode von Chorin (siehe z.B. Peyret & Taylor (1983)). Die
Vorgehensweise ist wie folgt. Man berechnet zunichst unter Vernachlissigung
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der Druckterme tiber

n
u. - u-
i P n n n (3.18)

eine Ndaherung u* fiir das Geschwindigkeitsfeld un t 1. Dieses ist geméaf

n+l (3.19)
At

um den Druckeinflufl zu korrigieren. Fiir das unbekannte Druckfeld prn+1 kann
durch Anwendung des Divergenzoperators auf Gl. (3.19) iiber die Forderung der
Divergenzfreiheit fir un+ I eine Bestimmungsgleichung abgeleitet werden:

*

1
Az Vu. (3.20)

Man kann zeigen, daf} fiir diese (diskretisierte) Druck-Poissongleichung Neu-
mannsche Randbedingungen an den Wanden vorzuschreiben sind. Ist Gl. (3.20)
gelést, so kann aus Gl. (3.19) das divergenzfreie Geschwindigkeitsfeld un+1 der
neuen Zeitebene berechnet werden.

Es ist darauf hinzuweisen, daf3 die Losung der Druck-Poissongleichung fiir jeden
Zeitschritt erfolgen mufl und einen erheblichen numerischen Aufwand bedeutet.
Die Verwendung hocheffizienter Poisson-Loser stellt deshalb eine wesentliche
Voraussetzung dar, um die Gesamt-CPU-Zeit der Simulationsrechnuhg moglichst
gering zu halten. Auf den Loésungsalgorithmus des in TURBIT verwendeten
Poisson-Losers wird in Abschnitt 4.7 ausfihrlich eingegangen.

3.5.3 Euler-Leapfrog-Verfahren

In TURBIT wird fir die Integration der Impuls- und Energiegleichung nicht das
Euler-Verfahren, sondern das (ebenfalls explizite) Euler-Leapfrog-Verfahren ver-
wendet. Die Zeitintegration lduft dabei nach einem festen, sich wiederholenden
und typischerweise N = 40 Zeitschritte umfassenden Zyklus ab. Dieser beginnt
mit einem Euler-Schritt, dem N-2 Leapfrog-Schritte folgen, und endet mit einem
abschliefenden gemischten Euler-Leapfrog-Schritt. Der im Prinzip instabile
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Euler-Schritt zu Beginn des Integrationszyklusses ist notwendig, da bei der Inte-
gration aus den Anfangswerten nur eine Zeitebene bekannt ist und das auf den
Werten zweier zuriickliegender Zeitebenen beruhende Leapfrog-Verfahren des-
halb nicht verwendet werden kann. Das Leapfrog-Verfahren weist flir diffusions-
dominierte Probleme eine nur schwache Kopplung benachbarter Zeitebenen auf.
Dies kann zum Auftreten zeitlicher Oszillationen in der Lésung fiihren. Um sol-
che eventuell vorhandenen 2A4¢-Oszillationen zu ddmpfen, wird nach einer be-
stimmten Anzahl von Leapfrog-Schritten ein abschlieBender gemischter Euler-
Leapfrog-Integrationsschritt ausgefiihrt.

Ubernimmt man zur Charakterisierung eines allgemeinen, drei Zeitebenen um-
fassenden Zeitintegrationsverfahrens die Schreibweise von Beam & Warming
(1982), so kénnen diese z.B. fir die Energiegleichung (mit K7 und Dy als Abkiir-
zung fur die konvektiven und diffusiven Terme) in dem Schema

n+1

(1+8) 7"t (1428) T+ =

n+1 n n-1
car [y Kyt e (1-0g - 0y ) K 4oy K7 ]

+4t{9D D’}+1+(1-9D-¢D)D’7‘,+¢D D'}'I } (3.21)

zusammengefalt werden. Die expliziten Werte der Gréfien &, Ok, ¢k, Op und ¢p
sind fur das Euler-Verfahren, das Leapfrog-Verfahren und fiir den Mittelungs-
schritt zusammen mit der Fehlerordnung der entsprechenden Methode in Tabelle
3.1 angegeben.

Tab. 3.1; Faktoren in Gl. (3.21) fiir die verschiedenen in TURBIT
verwendeten Integrationschritte

Verfahren S Ok dK Op oD Fehlerordnung
Euler 6] 0 0 O O 1
Leapfrog -1/2 0 0 0 1 2
gemischt -1/3 0 0 0 1 1
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Nach AbschluB jedes Makro-Integrationszyklusses erfolgt eine Neuberechnung
der Zeitschrittweite. Schumann (1973) leitet mit Hilfe einer linearen Von
Neumann-Stabilitdtsanalyse '

1 ,
Al max = | » (3.22a)
i Ax?
1l
mit u =Max(v+vt,x+xt) (3.22b)

als Stabilitatskriterium zur Bestimmung der maximal zuldssigen Zeitschrittweite
ab. Hierin stellen v und x die molekularen, v; und x; die turbulenten Diffusivita-
ten von Impuls und Energie dar. Fir die in Kapitel 3.1 eingefiihrte Normierung
istv = 1/V Grund ¥ = 1/VRa-Pr. Die turbulenten Diffusivititen sind nur fir den
Fall der Grobstruktursimulation zu berticksichtigen. Die vorliegende Arbeit be-
fafit sich ausschliefllich mit direkten numerischen Simulationen, so daf3 stets

ve = Kk, =0, (3.23)

und damit

g = Max (v,x) (3.24)

vorausgesetzt wird. Die tatsiachlich verwendete Zeitschrittweite ist dann

At = SF-At, 0< SF = 1 (3.25)
wobei flir den Sicherheitsfaktor SF typischerweise Werte zwischen 0.5 und 0.8
vorgegeben werden.

Man erkennt, dafl A¢,,, in starker Weise von den Maschenweiten Ax; abhéingt.
Eine feine raumliche Diskretisierung zieht damit automatisch eine entsprechend
feine Diskretisierung in der Zeit nach sich. Dies ist anschaulich, wenn man sich
klar macht, dafl ein explizites Zeitintegrationsverfahren nur dann sinnvolle Er-
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gebnisse liefert, wenn sichergestellt ist, daB innerhalb einer Zeitschrittweite kei-
ne physikalische Information weiter als eine Maschenweite transportiert wird.
Vorhandene physikalische Transportmechanismen sind Konvektion und Diffu-
sion von Impuls und Energie. Fir den konvektiven Transportprozel} fithrt obige
anschauliche Stabilitdtsbetrachtung auf das bekannte Courant-Friedrichs-Lewy-
Kriterium (kurz: CFL-Kriterium)

At - lu.l
C = Pmer < g (3.26)

Axi

das sich aus dem Stabilitdtskriterium (3.22) fiir den Spezialfall z = 0 (d.h. keine
Diffusion) ergibt. Hierin ist C die Courant-Zahl. Entsprechend erhélt man fir den
Fall lujlmax = O (d.h. keine Konvektion) als Kriterium fur die Diffusionszahl D
das Ergebnis ‘

uAt 1
b = =71 (3.27)
Ax

)
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4, Methodische Erweiterung von TURBIT um ein halbimplizi-
tes Zeitintegrationsverfahren

Im folgenden soll das Stabilitdtskriterium des Euler-Leapfrog-Verfahrens speziell
im Hinblick auf die direkte numerische Simulation von Naturkonvektion in Flis-
sigmetallen analysiert werden. Dabei wird sich zeigen, daf} ein vollexplizites Zeit-
integrationsverfahren fiir diesen Anwendungsfall duflerst ineffizient ist, da die
zuldssige Zeitschrittweite durch die Auflosung der sehr kleinen Zeitskala des
thermischen Diffusionsprozesses stark beschrinkt wird. Wesentlich effektiver
sind Verfahren, deren Zeitschrittweite sich an der fur die Turbulenz relevanten
und deutlich gréfleren Zeitskala der konvektiven Transportprozesse orientiert.
Das folgende Kapitel befat sich daher mit der methodischen Erweiterung von
TURBIT um ein halbimplizites Zeitintegrationsverfahren fiir die Energieglei-
chung, um damit effiziente numerische Simulationen turbulenter Naturkonvek-
tion in Flissigmetallen zu ermoglichen.

4.1 Analyse des Stabilititskriteriums des Euler-Leapfrog-Verfahrens

Die aus dem Stabilitatskriterium (3.22) resultierende zulissige Zeitschrittweite
Atmax des Euler-Leapfrog-Verfahrens hingt in starker Weise von den Maschen-
weiten Ax; ab. Bei der direkten numerischen Simulation von Kanalstrémungen ist
es Ublich, in der Richtung senkrecht zu Winden eine nicht-dquidistante Diskreti-
sierung vorzunehmen. Dies ist sinnvoll, da zur Auflosung der viskosen bzw. ther-
mischen Grenzschicht die Wandmaschen im allgemeinen deutlich feiner gewéhlt
werden miissen, als es fiir Maschen in wandfernen Regionen zur Auflésung der
dortigen kleinsten Wirbel notwendig ist [Grétzbach (1982)]. Da fiir die Zeitskala
des konvektiven Transportprozesses die Proportionalitit

At ~ Ax,

max Konvektion (4.1)

fir die der Diffusion aber

" 2
A tmax Diffusion Ax (4.2)

gilt (vergl. Gl. (3.26) und (3.27)), wird bei einer direkten Simulation die Zeit-
schrittweite wegen Axg3wgng < < 1 im wesentlichen durch die Stabilitdtsanforde-
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rungen der Diffusionsprozesse bestimmt. Dies gilt fiir Naturkonvektion umso-
mehr, als hier die in das Stabilitdtskriterium des konvektiven Transportprozesses
eingehenden Maximalgeschwindigkeiten im allgemeinen deutlich niedriger sind
als bei Zwangskonvektion. Betrachtet man speziell Flussigmetalle mit ihren sehr
kleinen Prandtl-Zahlen, so miissen die Wandmaschen wegen der sehr diinnen vis-
kosen Grenzschicht besonders fein gewédhlt werden, wiahrend zur Auflésung der
deutlich dickeren thermischen Grenzschicht im Prinzip weitaus gréfiere Maschen-
weiten ausreichen wirden. '

In das Stabilitdtskriterium (3.22) geht wegen x = Max (v, k) nur der effektivere
der beiden molekularen Transportprozesse ein. In Flissigmetallen ist x um gut 2
Groéflenordnungen grofier als v, und somit ist die thermische Diffusion der Trans-
portprozef, der die Zeitschrittweite bestimmt und diese auf wesentlich kleinere
Werte beschriankt, als es fur die numerische Stabilitdt des viskosen Diffusions-
und des konvektiven Transportprozesses notwendig wére. Diese starke
Zeitschrittlimitierung bringt bei der direkten numerischen Simulation von Na-
turkonvektion in Fliussigmetallen mit einem vollexpliziten Zeitintegrationsver-
fahren enorme Rechenzeitanforderungen mit sich.

Vom physikalischen Gesichtspunkt wird Turbulenz entscheidend durch konvekti-
ve Vorgénge bestimmt. Es ist daher sinnvoll, ein numerisches Verfahren zu ver-
wenden, dessen Stabilitdtseigenschaften im wesentlichen durch die Zeitskala des
Konvektionsprozesses (also dem CFL-Kriterium) bestimmt ist und das nicht an
die zeitliche Auflésung der fiir die Turbulenz irrelevanten hochfrequenten thermi-
schen Diffusionsmechanismen gebunden ist. Dies kann erreicht werden durch ein
Zeitintegrationsverfahren, bei dem die viskosen und thermischen Diffusionsterme
implizit behandelt werden. Eine implizite Behandlung der konvektiven Terme
bringt jedoch keine weiteren Vorteile, da die direkte numerische Simulation tur-
bulenter Strémungen nur dann sinnvoll ist, wenn nicht nur die kleinsten Struktu-
ren der Turbulenz, sondern auch deren Zeitskala aufgelost wird (vergl. Schumann
et al. (1987)). Aus diesem Grund verwenden nahezu alle Rechenprogramme zur di-
rekten Turbulenzsimulation Verfahren, bei denen die konvektiven Terme explizit
behandelt werden.

Eine Abschitzung der theoretisch mit halbimpliziten Verfahren erreichbaren
Steigerung der Zeitschrittweite ist méglich, wenn man ein typisches Maschennetz
fir eine direkte numerische Simulation zugrunde legt und Werte fir die Maxi-
malgeschwindigkeiten aus vorhandenen Simulationsergebnissen fiir Naturkon-
vektion in Flissigmetallen Gibernimmt. Die Ergebnisse einer solchen Abschit-
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zung sind fiir die Rayleigh-Zahl Ra = 6 000 und die Prandtl-Zahlen von Quecksil-
ber und Natrium in Tabelle 4.1 zusammengefaft. ‘

Tab. 4.1: Zeitschrittanalyse angestrebter Simulationen: Ra = 6 000,
Maschennetz 180-180-32, Axz 2 = 0.044, 0.005 =< Axg = 0.045

Zeitschritt- | p.— 0,021 Pr = 0.006
Zeitinte-
%2 ?ft'a}lcl)lrrlfeh A tmax Faktor A tmax Faktor
vollexplizit 6.8-10-5 1 3.95-10-5 1
thermische Diffusion implizit 2.74-10-3 40 4.7-10-3 118
thermische und viskose Diffusion |1.97-10-2 289 2.78 -10-2 703
implizit

Es ist ersichtlich, daB bei impliziter Behandlung beider Diffusionsprozesse theore-
tisch um bis zum Faktor 700 groflere Zeitschrittweiten moglich sind. Da in Flus-
sigmetallen der viskose Diffusionskoeffizient wesentlich kleiner ist als der ther-
mische, erlaubt bereits allein ein halbimplizites Zeitintegrationsverfahre'n fur die
Energiegleichung eine ganz erhebliche Steigerung der Zeitschrittweite (bis zum
Faktor 118 fir Natrium). Tabelle 4.1 belegt aber auch, dal} sich das Potential
halbimpliziter Zeitintegrationsverfahren mit zunehmender Prandtl-Zahl sehr
stark verringert.

Es erscheint sinnvoll, zunichst ein halbimplizites Zeitintegrationsverfahren fiir
die Energiegleichung in TURBIT zu implementieren und uber die Variation der
Zeitschrittweite Erfahrungen zu sammeln, inwieweit das theoretische Zeitschritt-
potential praktisch ausgenutzt werden kann. Aufbauend auf diesen Erfahrungen
kann dann zu einem spiteren Zeitpunkt gegebenenfalls auch fiir die diffusiven
Terme in der Impulsgleichung ein halbimplizites Zeitintegrationsverfahren ins
Auge gefalit werden.
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4.2 Literaturstand zu halbimpliziten Zeitintegrationsverfahren

Ahnliche Probleme mit expliziten Zeitintegrationsverfahren, wie sie im vorange-
henden Abschnitt fiir Naturkonvektion in Fluiden kleiner Prandtl-Zahl disku-
tiert wurden, treten bei der numerischen Simulation von isothermen turbulenten
Kanalstrémungen auf. Hier sind es die Diffusionsterme in der Impulsgleichung,
die die zuldssige Zeitschrittweite entscheidend beschranken. Zur Uberwindung
dieser Zeitschrittrestriktion werden verschiedene Zeitintegrationsverfahren ver-
wendet, die eine implizite Behandlung der viskosen und eine explizite der konvek-
tiven Terme gemeinsam haben.

Kleiser & Schumann (1980) verwenden fir ihre Simulationen ein Spektralverfah-
ren, bei dem die abhdngigen Variablen in den homogenen Richtungen in Fourier-
reihen und in Richtung senkrecht zu den Wéanden in eine Reihe von Tscheby-
scheffschen Polynomen entwickelt werden. Fur die Integration der Impulsglei-
chung verwenden sie fir die nichtlinearen Terme das Adams-Bashforth-
Verfahren und fur die viskosen Terme das Crank-Nicolson-Verfahren. Die Auto-
ren behandeln den Druck explizit mit dem Adams-Bashforth-Verfahren und si-
chern die Erfillung der Kontinuitdtsgleichung durch Lésung der Druck-
Poissongleichung. Moin & Kim (1980, 1982) verwenden fir die Richtung senk-
recht zur Wand nicht Tschebyscheff-Polynome, sondern Finite Differenzen. Sie
verwenden fur die Druckterme das implizite Crank-Nicolson-Schema und lésen
die Kontinuitidtsgleichung fiir den neuen Zeitschritt direkt. Beide Methoden sind
von zweiter Ordnung genau.

Die numerischen Simulationen von Orszag & Kells (1980) basieren ebenfalls auf
einem Spektralverfahren, allerdings ziehen sie zur Integration der Impulsglei-
chung eine Dreischrittmethode heran. Im ersten Schritt ermitteln sie mit dem
halbimpliziten Adams-Bashforth-Verfahren aus dem die Stromung antreibenden
Druckgradienten und den nichtlinearen Termen eine erste Schétzung fir das Ge-
schwindigkeitsfeld. Dieses wird im zweiten Integrationsschritt derart korrigiert,
dal3 es der Kontinuitidtsgleichung gentgt. Das Geschwindigkeitsfeld der neuen
Zeitebene erhalten sie durch eine abschlieflende vollimplizite Integration der vis-
kosen Terme. Das Verfahren hat die Fehlerordnung O(4¢2 + A#/Re)und ist damit
praktisch nur von erster Ordnung genau. Ein weiterer Nachteil ist, daf} zwar das
Zwischengeschwindigkeitsfeld der Kontinuitadtsgleichung gentigt, aber nicht das
Geschwindigkeitsfeld zur neuen Zeitebene.
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Eine dhnliche Dreischrittmethode findet Anwendung im Spektralcode von Gold-
hirsch et al. (1989) zur numerischen Simulation thermischer Konvektion bei mitt-
leren Prandtl-Zahlen. Im ersten Schritt erfolgt die explizite Integration der nicht-
linearen Terme mit dem Adams-Bashforth-Verfahren. Aus dem daraus resultie-
renden Zwischengeschwindigkeitsfeld wird mit Hilfe eines Druckgradienten, zu
dessen Ermittlung die Druck-Poissongleichung gelost wird, ein solenoidales Ge-
schwindigkeitsfeld bestimmt. Aus diesem ergibt sich im dritten Schritt durch An-
wendung des Crank-Nicolson-Schemas auf die verbleibenden viskosen Terme das
Geschwindigkeitsfeld der neuen Zeitebene. Zur Bestimmung des Temperaturfel-
des wenden die Autoren den ersten und dritten Schritt in entsprechender Weise
aufdie Energiegleichung an.

Kim & Moin (1985) berechnen sich mit ihrem Zweischrittverfahren mit der Feh-
lerordnung O(At2) unter Vernachlissigung des Druckes ein Zwischengeschwin-
digkeitsfeld. Dabei verwenden sie wie in ihren fritheren Arbeiten fiir die nichtli-
nearen Terme das Adams-Bashforth-Verfahren und fiir die viskosen Terme das
Crank-Nicolson-Schema. Die Berechnung des divergenzfreien Geschwindigkeits-
feldes der neuen Zeitebene erfolgt im zweiten Schritt iiber die Addition des Gra-
dienten eines Skalars, zu dessen Ermittlung sie - wie auch andere Verfahren - die
Druck-Poissongleichung losen.

Leonard & Wray (1982) verwenden eine halbimplizite Spektralmethode, die auf
der Entwicklung des Geschwindigkeitsfeldes in divergenzfreie Vektorfunktionen
basiert. Dabei erfullt jede Vektorfunktion die Randbedingungen und gentigt der
Kontinuitdtsgleichung. Dadurch kénnen die Druckterme eliminiert werden, und
zur Beschreibung des Geschwindigkeitsfeldes gentigen zwei Komponenten. Wie
andere Verfahren auch behandeln sie die nichtlinearen Terme explizit und ver-
wenden fiir die viskosen Terme das Crank-Nicolson-Schema.

Die Durchsicht der in der Literatur fir numerische Simulationen turbulenter
Stromungsvorginge verwendeten Zeitintegrationsverfahren zeigt, dafl bei impli-
ziter Behandlung der viskosen Terme ausnahmslos das Crank-Nicolson-
Verfahren Verwendung findet. Werden die konvektiven Terme explizit behandelt,
so iberwiegt die Anwendung des Adams-Bashforth-Verfahrens.
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4.3 Auswahlkriterien fiir TURBIT

Ein wichtiger Aspekt, der bei der Auswahl des in TURBIT zu implementierenden
halbimpliziten Zeitintegrationsverfahrens fiir die Energiegleichung von Bedeu-
tung ist, ist der Sachverhalt, daf} das bisher in TURBIT verwendete vollexplizite
Euler-Leapfrog-Verfahren fiir die Impulsgleichung beibehalten werden soll. Es
erscheint daher angebracht, bei der Auswahl des halbimpliziten Zeitintegrations-
verfahrens fiir die Energiegleichung besonderen Wert auf die Vertraglichkeit zum
Euler-Leapfrog-Verfahren zu legen. Aus diesem Grund und um die in Kapitel
3.5.2 angegebene Methode beibehalten zu kénnen, scheiden Mehrschrittverfahren
("fractional step methods”) aus, und es wird Verfahren der Vorzug gegeben, bei
denen die Integration der konvektiven und diffusiven Terme in einem einzigen In-
tegrationsschritt erfolgt. Im Hinblick auf die mit einem halbimpliziten Verfahren
realisierbaren wesentlich grofleren Zeitschrittweiten ist eine quadratische Feh-
lerordnung wiinschenswert. Eine weitere Anforderung erwéchst aus den fiir tur-
bulente Stromungen charakteristischen unregelmifligen Fluktuationen. Um die-
ses physikalische Verhalten mit der numerischen Simulation moéglichst genau
wiederzugeben, sind Verfahren zu bevorzugen, die eine nur geringe numerische
Dampfung beinhalten.

Damit sind die wesentlichen Anforderungen an das halbimplizite Zeitintegra-
tionsverfahren formuliert. Von den in Kapitel 4.2 vorgestellten Verfahren er-
scheint fiir die Anwendung in TURBIT nur das Adams-Bashforth-Crank-Nicolson
Verfahren (im folgenden kurz ABCN-Verfahren) als geeignet, das von Kleiser &
Schumann (1980) und Moin & Kim (1980, 1982) fiir die Impulsgleichung verwen-
det wird. Peyret & Taylor (1980) empfehlen neben dem ABCN- auch das Leapfrog-
Crank-Nicolson-Verfahren (im folgenden kurz LFCN-Verfahren). Die Integra-
tionsvorschrift beider Verfahren ergibt sich durch Einsetzen der in Tabelle 4.2
aufgefiihrten Werte in das allgemeine Integrationsschema nach Gl. (3.21).

Tab. 4.2: Integrationsschema von ABCN-, LFCN-und Euler-CN-Verfahren.
Die Werte der Koeffizienten beziehen sich auf Gl. (3.21).

Verfahren ¢ OK oK ®p oD Fehlerordnung
ABCN 0 0 -1/2 1/2 0 2
LFCN -1/2 0] 0) 1/2 1/2 2
Euler-CN 0 0 0) 1/2 0 1
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ABCN- und LFCN-Verfahren benétigen, ebenso wie das explizite Leapfrog-
Verfahren, die bekannten Werte zweier zurtickliegender Zeitebenen und kénnen
daher fiir den ersten Integrationsschritt nicht verwendet werden. Der erste Inte-
grationsschritt innerhalb eines jeden Makro-Integrationszyklusses wird daher
mit einem Euler-Verfahren durchgefiihrt, das nur eine zurtickliegende Zeitebene
benotigt, aber auch nur von erster Ordnung genau ist. Zur Vermeidung der Zeit-
schrittrestriktion durch die diffusiven Terme werden diese wie bei ABCN- und
LFCN-Verfahren implizit mit dem Crank-Nicolson-Schema behandelt. Die Inte-
grationsvorschrift fiir das Euler-Crank-Nicolson-Verfahren (im folgenden kurz
Euler-CN-Verfahren) kann ebenfalls Tabelle 4.2 entnommen werden.

4.4. Analytische Untersuchung der halbimpliziten Verfahren

4.4.1 Bemerkungen zu Konsistenz, Stabilitit und Konvergenz

Die numerische Simulation eines physikalischen Vorgangs, der durch eine Dif-
ferentialgleichung beschrieben wird, kann im allgemeinen mit einer Vielzahl ver-
schiedener Losungsverfahren erfolgen. Jedes Verfahren ist dabei durch seine dis-
kretisierte Version der Differentialgleichung charakterisiert. Entscheidend fiir
die Brauchbarkeit und Giite eines Verfahrens ist die Erfiillung folgender Krite-
rien (siehe z.B. Hirsch (1988)):

- Konsistenz: Die diskretisierte Version der Differentialgleichung muf} in
dieselbe ubergehen, wenn Maschenweiten und Zeitschrittweite
gegen null streben.

- Stabilitéat: Fehler beliebiger Ursache, wie z.B. Rundungsfehler, diirfen im
Verlauf der Rechnung nicht anwachsen.

- Konvergenz: Die Losung der diskretisierten Gleichung muB sich mit zuneh-
mender Verfeinerung des Maschennetzes der exakten Losung
der Differentialgleichung annihern.

Nach dem Aquivalenztheorem von Lax ist fiir ein sachgemiB gestelltes ("well-
posed”) Anfangswertproblem und ein konsistentes Diskretisierungsverfahren
Stabilitdt notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz. Einen Be-
weis findet man z.B. bei Richtmyer & Morton (1967). Der Nachweis der Konver-
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genz von ABCN- und LFCN-Verfahren hinsichtlich der Lésung der Energieglei-
chung erfordert also: |

1. Uberpriifung der Konsistenz

Dies erfolgt anhand der modifizierten (4quivalenten) Gleichung, die auch Auf-
schluB tiber die Fehlerordnung und den Diskretisierungsfehler der Verfahren
gibt.

2. Uberpriifung der Stabilitatseigenschaften

Dazu wird eine Von Neumann-Stabilitdtsanalyse durchgefuhrt, die zusédtzlich
Informationen tiber die Frequenzverteilung des Fehlers, d.h. dessen Verhalten
als Funktion der in der numerischen Losung enthaltenen Frequenzen, liefert.

Die analytische Untersuchung der beiden Verfahren erfolgt der Einfachheit we-
gen anhand der eindimensionalen linearisierten Version der Energiegleichung

oT aT T
—_— + U — =k mit w_, k = konst. (4.3)
at o 9x - 2 0

Im folgenden wird zur Kennzeichnung der Maschenwerte fiir eine raumlich und
zeitlich dquidistante Diskretisierung mit den Schrittweiten Ax und At die Schreib-
weise

n_ ) 1=0,12..,. M
Ti = T (i-Ax, n-At) n=012.. (4.4)
eingefiihrt. In Analogie zu TURBIT erfolgt die Approximation der rdumlichen
Differentialquotienten in Gl. (4.3) formal durch zentrale Finite Differenzen:

aT Tiv1-Tia + owus?) (4.5)
“o 3z — Yo 24 x *
2 T. .-2T. + T.
a2 T +1 1 (4.6)
0 ! ‘2 "1 row@xd).
dx Ax
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4.4.2 Nachweis der Konsistenz mit der Methode der modifizierten
Gleichung

Jedes Differenzenverfahren lost nicht exakt die Differentialgleichung, auf die es
angewandt wird, sondern die um den Abbruchfehler ("truncation error”) davon
abweichende sogenannte modifizierte Gleichung. Diese wird durch das Verfahren
bis auf Rundungsfehler exakt gelost. Zur Herleitung der modifizierten Gleichung
wird jeder Term des Differenzenschemas in eine Taylor-Reihe um den Ort x=i - Ax
und den Zeitpunkt ¢t = n - At entwickelt, z.B.:

2 3

2 3
+ oT AtT 7T At® 80T
T?—l =77 A — |;‘+T — I?iT e 74 4D
at at
2 .2 3 .3
oT Ax” " T Ax® 9" T
TPy =TF *Ax — [T+ — — | £ R T O C %)
1= ! ox ! 2 2 'l 6 3 '
d0x dx

Einsetzen dieser Taylor-Entwicklungen in die diskretisierte Version der Differen-
tialgleichung fliihrt auf eine Differentialgleichung, in der sich alle Terme auf den
Ort x = i ‘Ax und die Zeit t = n - At beziehen. Schreibt man diese Gleichung so um,
daf auf der linken Seite die exakte Differentialgleichung fiir x = i-Axund t = n-A¢
steht, so stellt die rechte Seite den Abbruchfehler des Verfahrens dar. Er setzt sich
aus verschiedenen partiellen Ableitungen nach Ort und Zeit zusammen und
hingt neben den Parametern der Differentialgleichung auch von den Diskretisie-
rungsparametern Ax und At ab. Mit einer im Prinzip einfachen, aber sehr miihsa-
men Prozedur ist es - unter Verwendung der Gleichung selbst - moglich, alle Zeit-
ableitungen der rechten Seite zu eliminieren und den Abbruchfehler allein als
Summe von Ortsableitungen darzustellen (siehe dazu z.B. Anderson et al. (1984)).
Das Ergebnis dieses Prozesses ist die modifizierte Gleichung.

Die modifizierte Gleichung fiir die Modellgleichung (4.3) lautet bei Verwendung
der raumlichen Differentialquotientenapproximationen (4.5) und (4.6) fiur das
ABCN-Verfahren
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2 u 3
oT oT a T 9 2 9 o T
- —_ . = — At - A
5t | Yo ax " T2 12[5%( )7 -2 (4x) ] 3
Ix 9x
2 2 2 4 a4T‘
+ — [K((Ax) -9 u” (A4At) >+3u0 (At)B] 7t (4.9)
Ix
und fiir das LFCN-Verfahren
2 3
oT aT o T 1 9 9 9 a- T
ot " Yo gz " z_guo[uo(m) - (4) } 3
Jx 0x
4
1 o T
+— & (4x)2 Fo (4.10)
12 ax4

Fir den Grenzubergang Ax, At — 0 gehen beide modifizierte Gleichungen in die
partielle Differentialgleichung (4.3) tiber. Damit ist die Konsistenz von ABCN-
und LFCN-Verfahren hinsichtlich des gestellten Problems gesichert. Da der Ab-
bruchfehler jeweils proportional zur zweiten Potenz der Zeitschrittweite ist, han-
delt es sich bei beiden Schemata um Verfahren zweiter Ordnung.

Der Abbruchfehler beider Verfahren setzt sich aus Termen mit gerader und unge-
rader Ordnung der partiellen Ableitungen nach der Ortskoordinate zusammen.
Diese haben einen unterschiedlichen Einfluf} auf die Art des Fehlers. Terme des
Abbruchfehlers mit geradzahliger Ableitungsordnung stellen im Prinzip Diffu-
sionsterme dar, die je nach Vorzeichen den physikalischen Diffusionseinfluf} ver-
stdarken oder abschwéchen. Diese Verfialschung der Diffusion durch das Differen-
zenverfahren bezeichnet man als numerische Dissipation. Ein anderer quasiphy-
sikalischer Effekt ist die sogenannte Dispersion, die auf die Ableitungsterme un-
geradzahliger Ordnung zuriickgeht. Als Ergebnis der Dispersion werden Phasen-
beziehungen zwischen verschiedenen Wellen gestort. Abb. 4.1 illustriert den Ein-
fluBl von Dissipation und Dispersion auf eine Diskontinuitdt in der exakten Lo-
sung. Beide Fehlereinfliisse werden unter dem Begriff der numerischen Diffusion
zusammengefaflt. Allgemein gilt, dafl ein Differenzenverfahren, dessen niedrig-
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(a) ' | (b) ' (c)

Abb.4.1: Effekte von numerischer Dissipation und Dispersion
(a) Exakte Lésung
(b) Numerische Losung verfilscht durch Dissipationsfehler
(¢) Numerische Losung verfilscht durch Dispersionsfehler

ster Ableitungsterm des Abbruchfehlers von gerader Ordnung ist, vorwiegend zu
Dissipationsfehlern fiihrt. Andernfalls wird die Lésung hauptsachlich durch Dis-
persionsfehler verfilscht-[Anderson et al. (1984), S. 92]. Der fithrende Term des
Abbruchfehlers in Gl. (4.9) und (4.10) ist von dritter Ableitungsordnung. Demzu-
folge sind fiir ABCN- und LFCN-Verfahren vorwiegend dispersive Fehlereinflis-
se zu erwarten. Die modifizierten Gleichungen kénnen auch herangezogen wer-
den, um die numerische Diffusion beider Verfahren quantltatlv zu vergleichen.
Ergebnisse hierzu finden sich in Anhang A.

Fir das fur den Startschritt verwendete halbimplizite Euler-Crank-Nicolson-
Verfahren ergibt sich die modifizierte Gleichung fiir das betrachtete Modellpro-
blem zu

aT oT T L 2 2T
R u - = - — u
(4] (4]
at 0x ax2 2 ax2
, .
3
1 KAt uOAt I
=, 4n2.|1-3 S +t2 | — —5 te. @1
Ax) . dx

Das Verfahren ist also nur von erster Ordnung in der Zeit genau. Das Auftreten
eines Terms von zweiter Ableitungsordnung im Abbruchfehler deutet zudem auf
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eine bedeutend stirkere numerische Diffusion hin, als sie bei den beiden Verfah-

ren zweiter Ordnung gegeben ist.

Es liegt nahe, die modifizierte Gleichung auch zu Stabilitdtsuntersuchungen her-
anzuziehen. Basierend auf den Ableitungstermen geradzahliger Ordnung haben
Warming & Hyett (1974) eine “heuristische” Stabilitdtstheorie entwickelt. Diese
liefert jedoch nicht in allen Fallen, so z.B. bei den hier interessierenden, eine Aus-
sage. Es soll daher an dieser Stelle nicht weiter darauf eingegangen werden.

4.4.3 Stabilitdtsuntersuchung mit der Von Neumann-Methode

Zur Stabilitdtsuntersuchung numerischer Verfahren wurden verschiedene Me-
thoden entwickelt, die aber nahezu alle auf lineare Probleme beschrankt sind.
Trotz dieser Einschrankung kann die Stabilitatsuntersuchung fiir Anfangs- und
Randwertprobleme sehr kompliziert sein. Die in der Fluiddynamik am hiufigsten
verwendete Methode zur Stabilitdtsuntersuchung von linearen Problemen mit
konstanten Koeffizienten ist das Von Neumann-Verfahren [siehe z.B. Hirsch
(1988)]. Es soll nachfolgend kurz erldutert werden.

Bei einem linearen Problem genligt der Fehler derselben Differentialgleichung
wie die Lésung und besitzt demzufolge auch dasselbe Wachstumsverhalten uiber
der Zeit. Liegen periodische Randbedingungen vor, so kann der Fehler ¢ fur jede
Masche in eine Fourierreihe entwickelt werden:

n N n ij 1 Ax
e = 2. Eje (4.12)
j=N

T
it I = A,k =g .
mit V.=t % T Nax

Das Produkt kj Ax wird oft als Phasenwinkel dargestellt:

b=k, Ax :Jw’f, ns¢=n. (4.13)
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Dabei entspricht der Bereich um ¢ = 0 tiefen Frequenzen (grolen Wellenldngen)
und ¢ = rz der héchsten auflésbaren Frequenz, die zu der Wellenlidnge 24x gehort.
Da es sich um eine lineare Differentialgleichung handelt, muf auch jede einzelne
Harmonische

E Jid (4.14)

der Reihenentwicklung der Differentialgleichung geniigen. Das Einsetzen einer
solchen Harmonischen in das Differenzenschema des Verfahrens fihrt auf den
Verstarkungsfaktor

En+1

G = = G (¢, At,4%) (4.15)
En

bzw. im allgemeinen Fall zu einer Verstdrkungsmatrix G. Der Stabilitdtsbedin-
gung, dafl der Fehler von einem Zeitschritt zum nédchsten nicht anwachsen darf,
entspricht die Forderung

1G] = 1 (4.16)

bzw. allgemein, daf} der Spektralradius der Verstirkungsmatrix G kleiner gleich
eins ist. Diese Bedingung ist fiir ein endliches A¢ und fiir alle Werte von ¢ € [- 7,
] zu erfiillen. Damit ist ein Kriterium gefunden, das Aussagen iiber die Stabili-
tatsbedingung von Differenzenverfahren macht.

Fir das explizite Euler-Leapfrog-Verfahren fithrt die Von Neumann-Analyse fiir
die hier betrachtete Modellgleichung (4.3) auf das Stabilitdtskriterium

2
qut kAt

+ 4
Ax

5 =1, (4.17)
(Ax)

bzw. in der Darstellungsweise mit der Courant-Zahl C = u, At/Ax und der Diffu-
sionszahl D = x At/(Ax)2 auf
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c? +4p<1. (4.18)

Dieses Kriterium schliefit sowohl |C| = 1 als auch D =< 0.25 ein. Fur feste Para-
meter u, und ¥ und eine vorgegebene raumliche Diskretisierung ergibt sich aus
C = 1 und D = 0.25 eine charakteristische Zeitskala At der konvektiven und
diffusiven Ausbreitungsvorginge. Fir ein explizites Verfahren bedeutet dabei
[Cl = 1 und D = 0.25, daf} im gesamten Strémungsfeld innerhalb einer Zeit-
schrittweite physikalische Information weder durch Konvektion noch durch Dif-
fusion weiter als eine Maschenweite transportiert werden kann. Fir implizite
Verfahren kann anhand der Courant- und Diffusionszahl beurteilt werden, ob und
inwieweit wegen |C| > 1 oder D > 0.25 eine zeitliche Filterung hochfrequenter
Konvektions- bzw. Diffusionsmechanismen vorliegt.

Die vollstindige Von Neumann-Stabilitdtsanalyse fir das LFCN- und ABCN-
Verfahren ist in Anhang B zu finden. Im folgenden sollen nur die Ergebnisse dis-
kutiert werden. So ergibt sich fir das LFCN-Verfahren das bekannte Courant-
Friedrichs-Lewy-Kriterium '

1w, 148 (4.19)
¢ Ax

als Bedingung fiir die numerische Stabilitdt des explizit formulierten Konvek-
tionsprozesses. Der implizit behandelte Diffusionsproze ist beim LFCN-
Verfahren unbedingt stabil und hat, wie gewiinscht, keinen Einfluf} auf das Zeit-
schrittkriterium. Fiir das ABCN-Verfahren kann kein analytisches Stabilitats-
kriterium angegeben werden. Eine numerische Auswertung fithrt auf das Stabili-
tdtsdiagramm in Abb. 4.2. Danach ist das Stabilitdtskriterium des ABCN-
Verfahrens im Gegensatz zu dem des LFCN-Verfahrens nicht unabhéngig von der
Diffusionszahl. Zur Stabilitdt ist stets eine gewisse Mindestdiffusivitdt notwen-
dig. Diese ist fiir kleine Courant-Zahlen verschwindend gering, wird aber fiir C >
0.5 betrédchtlich. Andererseits erlaubt das ABCN-Verfahren fir Diffusionszahlen
D > 0.5 Werte der Courant-Zahl, die groBler als eins sind. Dies ist eventuell fiir
Anwendungen von Vorteil, bei denen nur eine stationidre Losung interessiert. Fur
zeitabhingige Stréomungsvorginge ist die Einhaltung der CFL-Bedingung zur
Vermeidung einer Zeitfilterung des Konvektionsprozesses im Hinblick auf die Ge-
nauigkeit der numerischen Losung aber wesentlich (vergl. Abschnitt 4.1). Zudem
sind im vorliegenden Fall wegen der Beibehaltung des expliziten Euler-Leapfrog-
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Abb. 4.2: Stabilitatsdiagramm des ABCN-Verfahrens nach Peyret & Taylor
(1983) ,

Verfahrens fiir die Impulsgleichung Courant-Zahlen grifer als eins ohnehin aus-

geschlossen.

Das halbimplizite Euler-Crank-Nicolson-Verfahren erfordert ebenso wie das
ABCN-Schema eine gewisse Mindestdiffusivitat zur numerischen Stabilitit. Die-
se ist im relevanten Bereich der Courant-Zahl 0 < C < 1 noch etwas grofier als die
des ABCN-Verfahrens. Da das Verfahren jedoch nur fiir den jeweils ersten
Schritt eines Integrationszyklusses angewandt wird, ist eine fiir das LFCN-
Verfahren erlaubte, hier jedoch im Prinzip unzuldssige Parameterkombination
von Courant- und Diffusionszahl praktisch ohne Bedeutung.
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4.4.4 Spektralanalyse des numerischen Fehlers

Die aus der Von Neumann-Analyse ermittelten komplexen Eigenwerte der Ver-
starkungsmatrix (s. Anhang B, Gl. (B.3) und (B.12)) kennzeichnen das Wachs-
tumsverhalten der im Laufe der Rechnung auftretenden Fehler. Gleichzeitig be-
schreiben diese Eigenwerte aber auch das Dampfungsverhalten des Verfahrens
beziiglich der in der numerischen Lésung auftretenden periodischen Anteile.
Durch Vergleich der Eigenwerte mit dem exakten Dadmpfungsverhalten periodi-
scher Signale, das sich aus der zugrundeliegenden Differentialgleichung berech-
nen l4a6t, erhalt man Aufschlufl dariber, mit welcher Genauigkeit das numerische
Verfahren das zeitliche Verhalten harmonischer Signale fiir verschiedene Fre-
quenzen wiedergibt. Gewissermaflen kann eine Spektralanalyse der numerischen
Diffusion durchgefiihrt werden [Hirsch (1988)].

Eine exakte Losung der Modellgleichung (4.3) lautet mit I = V-1

12, Tk(x-u_ )
T, 0 = ek’k t . o (4.20)

Damit berechnet sich der exakte Verstiarkungsfaktor zu

G, =— = ¢

T(x, ¢t +A8) kAt e'I kou At (4.21)
ex T (x, t) | '

Die Darstellung in Polarkoordinaten fithrt mit Einflihrung des Phasenwinkels
¢ =k-Axauf

G =1_e %, (4.22a)
mit A, = PP und p, = -Cg. (4.22b)

Hier stellen C und D die oben eingefiihrte Courant- bzw. Diffusionszahl dar. Der
Betrag 1.y kennzeichnet die zeitliche Dampfung der Amplitude und die Phase ¥,
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die Transportgeschwindigkeit einer rdumlichen Welle mit dem Phasenwinkel ¢
bzw. der Wellenzahl .

In Abb. 4.3 ist der exakte Wert l¢x zusammen mit dem Betrag des jeweils betrags-
grofiten Eigenwertes von LFCN- und ABCN-Verfahren fir die Courant-Zahl C =
0.1 und die Diffusionszahlen D = 0.1, D = 1 und D = 10 als Funktion des Phasen-
winkels ¢ aufgetragen. In allen Fallen wird das Dampfungsverhalten der tieffre-
quenten Wellen (kleines ¢) durch beide Verfahren sehr gut wiedergegeben. Dage-
gen werden die hochfrequenten Anteile (¢ — i) durch die numerischen Verfahren
zu schwach gedampft. Dieser Fehler wird mit wachsender Diffusionszahl immer
grofer. Wahrend nach der exakten Losung der Verstiarkungsfaktor fiir sehr hohe
Frequenzen praktisch null ist und diese Wellen somit sofort weggeddmpft werden,
strebt der Verstarkungsfaktor der numerischen Verfahren mit wachsendem D ge-
gen eins. Damit bleiben diese Wellen nahezu ungedampft.

Dieses Ergebnis ist konsistent mit Resultaten, die sich aus der in Abschnitt 4.4.2
durchgefiihrten Analyse des Abbruchfehlers ableiten lassen: Betrachtet man ein
periodisches Signal T(x) = sin(mx), so ergibt sich wegen d2T/dx2 = - m2sin(mx)
und d47/dx4 = m4 sin(mx) eine Unterschitzung der physikalischen Diffusion
durch das numerische Verfahren, die besonders fir hochfrequente Signale (grofies
m) zu grofien Fehlern fuhrt.

Der hier nicht wiedergegebene Vergleich der Phasenwerte von ABCN- und
LFCN-Verfahren mit dem exakten Wert W, fiihrt auf ein entsprechendes Ergeb-
nis: Fir die tiefen Frequenzen, bei denen das Dampfungsverhalten hervorragend
wiedergegeben wird, stimmt auch die Transportgeschwindigkeit der Wellen aus-
gezeichnet mit der exakten Lésung tberein. Bei hochfrequenten Wellen treten
aber auch bei der Phase grofle Abweichungen auf.

Nach Abb. 4.3 ist das LFCN- dem ABCN-Verfahren fir C = 0.1 und kleine Diffu-
sionszahlen gleichwertig, aber fir mittleres und hohes D deutlich unterlegen.
Dies gilt auch fir das Phasenverhalten. Eine Erhohung der Courant-Zahl bedeu-
tet beim LFCN-Verfahren fir kleine Diffusionszahlen keine und bei gréeren D
nur eine sehr geringe Verschlechterung der Genauigkeit von Betrag und Phase.
Dagegen verschlechtert sich die Genauigkeit des ABCN-Verfahrens bei einer Er-
héhung der Courant-Zahl fir kleine und mittlere Diffusionszahlen erheblich.
SchlieBlich uberschreitet der Betrag des Eigenwertes den Wert eins und das Ver-
fahren ist instabil. Fiir grofle Diffusionszahlen wird insbesondere die Approxima-
tion des Phasenverhaltens der hochfrequenten Wellen ungenauer.
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Auch wenn ABCN- und LFCN-Verfahren fiir unbegrenzt hohe Diffusionszahlen
numerisch stabil sind, so zeigt die hier durchgefiihrte Spektralanalyse des nume-
rischen Fehlers, dal im Hinblick auf die Genauigkeit der Ergebnisse eine Be-
schriankung der Diffusionszahl sinnvoll ist. Denn mit wachsendem D wird der Fre-
quenzbereich derjenigen Wellen, deren Dampfungs- und Transportverhalten die
halbimpliziten Verfahren gut wiedergeben, immer schmaler. Die hochfrequenten
Anteile, die nach der exakten Lésung sofort weggeddampft werden, bleiben nahezu
ungeddmpft. In der Praxis bedeutet die Beschrankung auf einen bestimmten Dif-
fusionszahlbereich fiir einen vorgegebenen thermischen Diffusionskoeffizienten
und eine festliegende rdumliche Diskretisierung eine Einschriankung der Zeit-
schrittweite. Damit ist zu erwarten, dal das in Abschnitt 4.1 abgeschétzte Zeit-
schrittweitenpotential der halbimpliziten Zeitintegrationsverfahren nicht fir alle
Anwendungsfille voll ausgenutzt werden kann.

Insbesondere bei Problemen, deren physikalisches Lingenspektrum sich bis hin
zu der grofiten auflosbaren Wellenzahl k = 2r/Ax (d.h. ¢ =n) erstreckt, erscheint
im Hinblick auf die Genauigkeit der numerischen Lésung eine Beschrankung auf
sehr kleine Diffusionszahlen notwendig. Bei dem hier zugrundeliegenden Fall der
Naturkonvektion in Fliissigmetallen ist das Spektrum der Temperaturfluktuatio-
nen jedoch sehr langwellig und weist im Vergleich zu dem Spektrum der kineti-
schen Turbulenzenergie keine hochfrequenten Anteile auf (vergl. Abschnitt 2.3).
Dieser Sachverhalt erméglicht die Anwendung von ABCN- und LFCN-Verfahren
zur Losung der Energiegleichung auch fir groflere Diffusionszahlen, ohne daB da-
durch eine wesentliche Verfilschung des physikalischen Verhaltens der numeri-
schen Lésung zu erwarten wiére.
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Abb. 4.3: Spektralanalyse der numerischen Dissipation von LFCN- und ABCN-
Verfahren fiir die Courant-Zahl C = 0.1 und verschiedene Diffusions-
zahlen. (a): D = 10, (b): D = 1,(c¢): D = 0.1. (+): Aey, (0): ALFCN, (©):
AABCN.
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4.5 Numerische Untersuchungen

In dem vorangegangenen Abschnitt wurden die beiden halbimpliziten Zeitinte-
grationsverfahren anhand der eindimensionalen linearisierten Version der Ener-
giegleichung analytisch hinsichtlich ihrer Konsistenz, Stabilitdt und Genauigkeit
untersucht. In diesem Abschnitt sollen beide Verfahren zur numerischen Lésung
dieser Modellgleichung herangezogen werden, um durch Vergleich der Ergebnisse
mit einer bekannten exakten zeitabhidngigen Losung am konkreten Beispiel Er-
fahrungen tiber das Losungsverhalten der beiden Zeitintegrationsverfahren sam-
meln zu kénnen. Die Ergebnisse dieser numerischen und analytischen Untersu-
chungen sollen uns dann in die Lage versetzen, Schluffolgerungen beziiglich der
Eignung beider Verfahren fiir ihre Anwendung in TURBIT zu ziehen.

Die numerische Losung der eindimensionalen linearisierten Energiegleichung
(4.3) soll fiir den Bereich 0 < x < L auf einem aquidistanten Gitter mit der Ma-
schenweite Ax = L/ (M-1) erfolgen. Bei einem Finite Volumen-Code, wie es TUR-
BIT ist, gelangt man durch Integration der Differentialgleichungen tber ein Ma-
schenvolumen zu einer diskretisierten Form der Differentialgleichungen. Die da-
bei im dreidimensionalen Fall auftretenden Flachenmittelwerte sind im eindi-
mensionalen Fall einfach die Werte an den Maschengrenzen. Aus dieser Methode
folgt, daBl zum Vergleich der so ermittelten numerischen Lésung nicht lokale Wer-
te der kontinuierlichen Losung Tex(x,t) der Modellgleichung (4.3), sondern tiber Ax
gemittelte Volumenmittelwerte *Te, herangezogen werden missen. Als Randbe-
dingung fiir die beiden Wandmaschen werden hier dagegen - wie in TURBIT -
nicht die volumengemittelten, sondern die exakten Werte Ty (0,t) und Tey (L,?)
vorgegeben.

Beide Zeitintegrationsverfahren fithren aufgrund ihres halbimpliziten Charak-
ters auf ein lineares Gleichungssystem. Im vorliegenden eindimensionalen Fall
ist die dabei entstehende Matrix tridiagonal, so dafl die Lésung mit dem sehr
effektiven Thomas-Algorithmus durchgefihrt werden kann [siehe z.B. Hirsch
(1988)]1.

Die exakte Lésung von Gleichung (4.3) fiir die Anfangsbedingung
T(x,0) = sin(kx) mitk € IN (4.23)

und die Randbedingungen
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T(,t = - sin (kuo t) LR (4.24a)
B2kt 4 245)
T(L,t)=-sin[k<L-uot>]e )
lautet
k2Kt (4.25)
Tex(x,t)=sin[k_<x-uot>}e |

[Anderson et al. (1984)]. Diese exakte Losung ist geeignet, die zeitliche Genauig-
keit von ABCN- und LFCN-Verfahren zu untersuchen. Fir die numerischen Stu-
dien wurden mit L = rr und ¥ = 0.25 feste Werte fiir die Problemldnge und den
Diffusionskoeffizienten vorgegeben. Die Geschwindigkeit u, wurde zwischen 0.1
und 1.0 variiert und % von 1 bis 3, doch beschrianken sich die nachfolgend vorge-
stellten Ergebnisse auf den Fall u, = 0.1 und k£ = 2. Abb. 4.4 zeigt die zu diesen

Abb. 4.4: Exakte Losung *Te, des zeitabhingigen linearen Modellproblems (4.3)
fir die Parameter k = 0.25, uy, = 0.1, £ = 2 und den Lésungsbereich
0=x=n0=t=1.03.
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Parametern gehérende Losung "Tey in einer dreidimensionalen Darstellungswei-
se. Dabei sind die diskreten "Temperaturwerte” als z-Koordinate iiber der durch
die x- und #-Achse aufgespannten Raum-Zeit-Ebene aufgetragen.

Fir die numerischen Untersuchungen von ABCN- und LFCN-Verfahren wurde
ein Maschennetz mit M = 50 Knoten und der daraus resultierenden Gitterweite
Ax = nr/(50-1) = 0.064 zugrundegelegt. Variiert wurde in den Rechnungen die
Zeitschrittweite A¢ und damit auch Courant- und Diffusionszahl. Abb. 4.5 zeigt
den Betrag der Abweichung der numerischen Lésung von ABCN- und LFCN-
Verfahren von *T,y fiir Rechnungen mit der Zeitschrittweite At = Ax = 0.064. Die
Abbildung 148t ein sehr unterschiedliches Losungsverhalten der beiden Zeitinte-
grationsverfahren erkennen. So ist der zeitliche Verlauf des Fehlers beim ABCN-
Verfahren sehr glatt. Die Grofle des Fehlers und auch dessen Vorzeichen dndern
sich fiir jeden Ort nur sehr langsam iber der Zeit. Dagegen sind beim LFCN-
Verfahren starke zeitliche Oszillationen im Fehlerverlauf zu erkennen. Betrach-
tet man die Abweichung der numerischen Lésung von der exakten Losung nicht
betragsmifig, sondern vorzeichenbehaftet, so zeigt sich, daf} sich beim LFCN-
Verfahren das Vorzeichen des Fehlers an einem bestimmten Ort Uiber grofle Zeit-
rdume jeweils von einem Zeitschritt zum nachsten dndert, also oszilliert. Dies be-
deutet, daf das LFCN-Verfahren die exakte Lésung abwechselnd iiber- und unter-
schitzt. Dagegen bleibt das Fehlervorzeichen beim ABCN-Verfahren an jedem
Ort Uber lange Zeitraume gleich, so daf die exakte Losung dort stets tiber- bzw.
unterschitzt wird. Abb. 4.5 zeigt weiterhin, dafl der im ersten Integrationsschritt
durch das Euler-Crank-Nicolson-Verfahren eingebrachte Fehler beim LFCN-
Verfahren im Verlauf der Integration deutlich geddmpft wird, beim ABCN-
Verfahren aber dagegen in etwa erhalten bleibt.

Abb. 4.6 gibt in einer entsprechenden Darstellungsweise die zeitliche Entwick-
lung des Fehlerbetrages beider Zeitintegrationsverfahren wieder, wenn die Rech-
nungen - unter Beibehaltung der rdumlichen Diskretisierung - mit einer fiinffach
kleineren Zeitschrittweite, also At/Ax = 0.2, erfolgen. Im Gegensatz zu Abb. 4.5
sind beztglich der Fehlerentwicklung jetzt nur sehr geringe Unterschiede zwi-
schen ABCN- und LFCN-Verfahren zu erkennen. Insbesondere fillt auf, daf} bei
LFCN-Verfahren nur noch sehr schwache zeitliche Oszillationen vorhanden sind.
Dariiber hinaus hat die Verringerung der Zeitschrittweite um den Faktor finf zur
Folge, daf} der Fehler zu Beginn der Rechnung deutlich reduziert wird. Mit Fort-
schreiten der Integration nimmt der maximale Fehlerbetrag z,,,, fiir beide Ver-
fahren sogar geringflgig groflere Werte an als in der vorangegangenen Studie.

56



(a)

(b)

H
\ \i\X\\

g
\%%NW\

\ IR
, AN \\\\\\\\\\\\Y\\\\\T«,

""""

Abb. 4.5: Zeitliche Entwicklung des Fehlerbetrages fiir das Diskretisierungs

F
verhiltnisAt/Ax = 1,C = 0.1, D = 3.9 und den ungsbereic
0<x=n0=<t=<1.03:(a) A
(b) LFCN-Verfahren: z,,,x = 3.
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Abb. 4.6: Zeitliche Entwicklung des Fehlerbetrages fiir das Diskretisierungs-
verhiltnis At/Ax = 0.2, C = 0.02, D = 0.78 und den Losungsbereich
0<x=<rm,0=<t=<1.03: (a) ABCN-Verfahren: z;,4x = 5.6-10-4,

(b) LFCN-Verfahren: z,,4, = 5.45 104
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Abb. 4.7 schlieBlich zeigt den Fehlerverlauf beider Verfahren, wenn die Rechnun-
gen mit einer dem Diskretisierungsverhiltnis At#/Ax = 2 entsprechenden Zeit-
schrittweite vorgenommen werden. Der im ersten Integrationsschritt eingebrach-
te Fehler ist nun wesentlich grofier als in den Rechnungen zuvor. Dies ist plausi-
bel, da mit dem Euler-Crank-Nicolson-Schema ein Verfahren verwendet werden
mull, das nur von erster Ordnung genau ist. Weiterhin ist zu erwarten, daf} der in
diesem Schritt eingebrachte Fehler insbesondere fiir grofle Zeitschrittweiten we-
sentlich grofier ist als der, der sich im weiteren Verlauf der Integration mit dem
ABCN- bzw. LFCN-Verfahren - die ja beide von zweiter Ordnung sind - einstellen
wird. Abb. 4.7 zeigt, daBl das ABCN-Verfahren in der Tat in der Lage ist, den gro-
len Fehler beim Startschritt bereits nach wenigen Integrationsschritten wesent-
lich zu reduzieren. Demgegeniiber ist das Losungsverhalten des LFCN-Verfah-
rens charakterisiert durch starke 24¢-Oszillationen im Fehlerverlauf und eine
nur schwache Dampfung der Fehleramplitude tiber der Zeit.

Die Ursache dieser Oszillationen des LFCN-Verfahrens soll nachfolgend unter-

sucht werden. Das fiir obige Rechnungen verwendete Integrationsschema des
LFCN-Verfahrens hat die Form

1
<2+B> T, - (Ti+1' Ti-l)

n+1

n
( Tit1-Tig )

ol o

n-1

+ (4.26)

1
(Ti+1' Ti-1>' (2"5> T

Man erkennt, dal beim LFCN-Verfahren benachbarte Zeitebenen nur schwach
gekoppelt sind und fiir kleine Verhaltnisse

u Ax
)

Cc
5 = PeAx (4.27)

K
- also kleine Maschen-Peclet-Zahlen - praktisch sogar eine Entkopplung gerader
und ungerader Zeitebenen vorliegt. Damit und mit dem Fehler des Startschrittes
lassen sich die beobachteten 2A4z-Oszillationen des LFCN-Verfahrens erkliren:

Fur die Zeitebene t = 0 werden die exakten Anfangsbedingungen vorgegeben, so
daB} der Fehler hier identisch null ist. Im ersten Integrationsschritt werden dann
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Abb. 4.7: Zeitliche Entwicklung des Fehlerbetrages fiir das Diskretisierungs-
verhiltnis A¢/Ax = 2, C = 0.2, D = 7.8 und den Lésungsbereich
0<x<=nm0=<t=<2.05 (a) ABCN-Verfahren: z;;5x = 1.51 -10-3,
(b) LFCN-Verfahren: z;4, = 1.69 :10-3
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durch das Euler-Crank-Nicolson-Verfahren - je nach Gréfle des Diskretisierungs-
verhiltnisses At/Ax - mehr oder weniger grofle Fehler eingebracht. Der dann
durchgefiihrte erste LFCN-Schritt verwendet zur Berechnung der Zeitebene 2At¢
fast ausschlieBlich die exakten Anfangswerte und fihrt, da es von zweiter Ord-
nung genau ist, besonders fiir groe Diskretisierungsverhéltnisse zu wesentlich
geringeren Fehlern als das Euler-Crank-Nicolson-Verfahren. Damit tritt eine Os-
zillation im Fehlerverlauf auf, die im Falle einer sehr kleinen Maschen-Peclet-
Zahl iber einen ldngeren Zeitraum bestehen bleibt.

Die Neigung des LFCN-Verfahrens zu zeitlichen Oszillationen ist auch an den
komplexen Eigenwerten der Von Neumann-Analyse zu erkennen. Nach Gl. (B.4)
sind betragsméaBig gleiche Eigenwerte mit dem Wert

\/ 1-16 D? sin4% (4.28)

| =
1,2 22
2

|A
1+ 4D sin

aber mit unterschiedlicher Phase méglich. Damit ergibt sich eine Oszillation, die
je nach den Werten von Diffusionszahl D und Phasenwinkel ¢ mehr oder weniger
stark gedampft ist. Dieses Problem existiert beim ABCN-Verfahren nicht, da hier
stets ein Eigenwert betragsméBig tiber den anderen dominiert.

Eine tibliche Methode, die bei Leapfrog-Verfahren méglichen 24¢-Oszillationen in
der numerischen Lésung zu beschrinken, ist es, nach einer begrenzten Anzahl
von Leapfrog-Schritten einen Mittelungsschritt durchzufithren. Diese auch in
TURBIT praktizierte Vorgehensweise (vergl; Abschnitt 3.5.3) hat sich allgemein
bewihrt. : :

Um den groflen Fehler des Euler-Crank-Nicolson-Startschrittes bei grofien Dis-
kretisierungsverhiltnissen und die- daraus resultierenden Oszillationen des
LFCN-Verfahrens nach Méglichkeit zu vermeiden, wurden verschiedene Studien
durchgefihrt. Insbesondere wurde die Auswirkung einer Verkleinerung der Zeit-
schrittweite des Euler-Schrittes gegeniiber der dann beim LFCN-Verfahren zu
verwendenden Zeitschrittweite untersucht. Es zeigt sich, dal damit der Fehler des
Euler-Verfahrens auf die GréBenordnung der zweiten Ordnung Verfahren in der
Zeit begrenzt werden kann. Der darauf folgende LFCN-Schritt ist jedoch aufgrund
der unterschiedlichen Zeitschrittweite zwischen den drei Zeitebenen nur mehr
von erster Ordnung genau und weist eine wesentlich groflere numerische Diffu-
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sion auf. Die Fehlerordnung O(At)kann auch nicht durch eine andere Gewichtung
der beiden zuriickliegenden Zeitebenen verbessert werden. Damit wird der grofle
Fehler, den man beim Euler-Startschritt vermeiden konnte, im darauffolgenden
Integrationsschritt eingebracht. Das Verfahren bringt somit keine Vorteile ge-
geniiber der bisherigen Vorgehensweise. Eine weitere Moglichkeit ware, die fir
die LFCN-Schritte vorgesehene Zeitschrittweite A¢ nicht mit einem einzigen, son-
dern z.B. n Euler-Crank-Nicolson-Schritten der Zeitschrittweite Atg, = At/n zu
iberbriicken. Damit konnte der Fehler gegeniiber der bisherigen Praxis mitn =1
deutlich reduziert werden. Wesentlicher Nachteil ist jedoch, daB fir einen z.B. 40
At umfassenden Makrointegrationszyklus nicht mehr 40, sondern z.B. bei n = 10
nunmehr 49 Integrationsschritte notwendig sind. Damit bringt eine solche Vorge-
hensweise einen unter Umstidnden erheblichen Mehraufwand mit sich.

4.6 Schlulfolgerungen fir die Anwendung in TURBIT

Im folgenden sollen die Ergebnisse der analytischen und numerischen Untersu-
chungen von ABCN- und LFCN-Verfahren im Hinblick auf eine Implementierung
in TURBIT zusammenfassend diskutiert und bewertet werden.

Die in Abschnitt 4.4.3 durchgefiihrte Von Neumann-Stabilitiatsanalyse ergab, daf
beim LFCN-Verfahren der Diffusionsproze8 durch die implizite Formulierung nu-
merisch unbedingt stabil ist und somit keinen Einflul auf die zulidssige Zeit-
schrittweite hat. Diese wird allein durch die Stabilitat des Konvektionsprozesses
bestimmt. Das Stabilitdtskriterium des LFCN-Verfahrens fiir die Energieglei-
chung ist damit vollstdndig in dem Kriterium des fiir die Integration der Impuls-
gleichung verwendeten expliziten Euler-Leapfrog-Verfahrens enthalten. Damit
sichert eine Zeitschrittweite, die nach dem Stabilitatskriterium (3.22) mit u = v
bestimmt wird, automatisch auch die Stabilitit des LFCN-Verfahrens fiir die
Energiegleichung. Hingegen erfordert die numerische Stabilitat des ABCN-
Verfahrens stets eine gewisse (von der Courant-Zahl abhédngige) Mindestdiffusivi-
tidt. Daraus erwéchst ein wesentlicher Nachteil fiir das ABCN-Verfahren, denn es
ist im allgemeinen nicht - wie beim LFCN-Verfahren - maglich, die Zeitschritt-
weite allein aus dem Stabilitdtskriterium fiir die Impulsgleichung zu bestimmen.
Dieses Kriterium gestattet zum Teil Parameterkombinationen von Courant- und
Diffusionszahl, fiir die das ABCN-Verfahren instabil ist, so daB eine Uberpriifung
hinsichtlich deren Zulédssigkeit notwendig wird. Gegebenenfalls ist eine Korrek-
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tur der Zeitschrittweite durchzufithren. Die Von Neumann-Stabilitdtsanalyse
148t also eindeutige Vorteile des LFCN-Verfahrens erkennen.

Das wesentliche Ergebnis der numerischen Untersuchungen in Kapitel 4.5 ist der
entscheidende Einfluf} des Diskretisierungsverhiltnisses At/Ax auf das Fehlerver-
halten des LFCN-Verfahrens. Ist dieses Verhiltnis beim linearen Problem kleiner
als eins, so ist das LFCN- dem ABCN-Verfahren hinsichtlich der Gréfie des Feh-
lers leicht iberlegen bzw. fiir sehr kleine At/Ax gleichwertig. Uberschreitet das
Diskretisierungsverhéltnis den Wert eins, so werden die beim LFCN-Verfahren
auftretenden zeitlichen Fehleroszillationen sehr stark, und der Fehler des ABCN-
Verfahrens ist deutlich geringer.

Die Eignung der beiden halbimpliziten Verfahren bezliglich ihrer Anwendung in
TURBIT hingt also entscheidend von dem zu erwartenden Diskretisierungsver-
hialtnis ab. Da das bisher in TURBIT verwendete explizite Zeitintegrationsverfah-
ren aus Stabilitdtsgriinden nur sehr kleine Zeitschrittweiten zulaft, lag das Ver-
hiltnis At/Ax bei bisherigen Simulationen von Naturkonvektion in Flissigmetal-
len stets in der Gréflenordnung 1/100. Bei den durch die Implementierung eines
halbimpliziten Zeitintegrationsverfahrens méglich werdenden wesentlich groéfie-
ren Zeitschrittweiten kann man mit einem Diskretisierungsverhiltnis in der Gro-
fBenordnung At/Ax = 0.1 - 1 rechnen. Als Ergebnis der numerischen Untersuchun-

gen ist somit fiir die Lésung der Energiegleichung das LFCN-Verfahren zu emp-
fehlen.

Anders liegen die Verhiltnisse, wenn neben der Energiegleichung auch die Im-
pulsgleichung halbimplizit gelést werden soll. Dann ist eine weitere Steigerung
der Zeitschrittweite méglich, was Diskretisierungsverhaltnisse bis hin zu At/Ax =
1 - 10 bedeuten kann. Nach den Erfahrungen mit den numerischen Testféllen ist
dann das LFCN-Verfahren ungeeignet und das ABCN-Verfahren sowohl fiir die
Losung der Impuls- als auch der Energiegleichung zu bevorzugen.

Wigt man die Ergebnisse der analytischen und numerischen Untersuchungen ab,
so bleibt festzuhalten, dafl die geringen Vorteile des ABCN-Verfahrens, die sich
aus der Spektralanalyse des numerischen Fehlers ergeben, nicht so hoch zu be-
werten sind wie das eindeutig bessere Stabilitdtsverhalten des LFCN-Verfahrens
und dessen etwas hohere Genauigkeit bei Simulationen mit Diskretisierungsver-
héltnissen At/Ax < 1. Daruber hinaus spricht fiir das LFCN-Verfahren, dafl dann
Impuls- und Energiegleichung mit dhnlichen Zeitintegrationsverfahren gelést
werden. Dadurch werden mégliche Phasenfehler zwischen Geschwindigkeits- und
Temperaturfeld, die bei solch unterschiedlichen Zeitintegrationsverfahren - wie
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es das explizite Euler-Leapfrog- und das halbimplizite ABCN-Verfahren sind -
auftreten kénnen, vermieden. Fir die halbimplizite Lésung der Energiegleichung
bei gleichzeitiger Beibehaltung des expliziten Euler-Leapfrog-Verfahrens fiir die
Impulsgleichung wird daher das LFCN-Verfahren als das zu bevorzugende Ver-
fahren fiir TURBIT ausgewaihlt.

Bei der direkten numerischen Simulation von Naturkonvektion in Medien mit
mittlerer Prandtl-Zahl (Pr = 1) ist ein Rechenzeitgewinn nur moglich, wenn ne-
ben der Energiegleichung auch die Impulsgleichung halbimplizit gelost wird.
Nach den Ergebnissen der numerischen Untersuchungen ist fir diesen Fall das
ABCN-Verfahren eindeutig zu bevorzugen. Es ist sinnvoll, sich die Option einer
Erweiterung von TURBIT auf ein halbimplizites Zeitintegrationsverfahren fiir
die Impulsgleichung offenzuhalten. Aus diesem Grund und da eine zusétzliche Im-
plementierung des ABCN- neben der des LFCN-Verfahrens keinen wesentlichen

Mehraufwand darzustellen scheint, wird eine Entscheidung zugunsten einer Ein-
bindung beider Verfahren in TURBIT getroffen.

4.7 Losung der Bestimmungsgleichung fiir das Temperaturfeld

Aufgrund des halbimpliziten Charakters von LFCN- und ABCN-Verfahren ist es -
im Gegensatz zur bisher angewandten expliziten Methode - nicht mehr méglich,
die Temperaturwerte der neuen Zeitebene direkt aus bekannten Temperatur- und
Geschwindigkeitswerten zurickliegender Zeitebenen zu berechnen. Stattdessen
fuhren die halbimpliziten Verfahren auf ein Gleichungssystem, aus dem die dis-
kreten Temperaturwerte der neuen Zeitebene zu bestimmen sind. Da die Losung
dieses Gleichungssystems einen bedeutenden zusitzlichen numerischen Aufwand
darstellt, ist die Verwendung eines geeigneten Losungsverfahrens eine wichtige
Voraussetzung fiir die Effizienz des gesamten Rechenprogramms.

Betrachtet man die Temperatur zunéachst als eine raumlich kontinuierliche aber
zeitlich diskrete Grofle, so ergibt sich bei Verwendung des LFCN-Verfahrens fiir
die Energiegleichung die Berechnungsvorschrift

pntl_pn-l

1 -
=_V(!n Tn) +—_—.——<V2 Tn+1+V2 Tnl) (4.29)

2y Ra-Pr

24t
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fiir die unbekannten Temperaturen Tn+1, Diese Gleichung kann dargestellt wer-
den als

At

'V2 Tn+1 i ___VRG'P" Tn+1 = f (Tn, Tn-l, gn,At, /Ra-Pr). (4.30)

Da es sich bei Gl. (4.30) um eine Helmholtz-Gleichung fiir Tn+1 handelt, fiihren
beide halbimpliziten Zeitintegrationsverfahren auf Gleichungssysteme, die dem
einer diskretisierten Helmholtz-Gleichung entsprechen. In TURBIT ist wegen der
Verwendung der Chorinschen Projektionsmethode fiir jeden Zeitschritt die Lo-
sung einer diskreten Helmholtz-Gleichung fir den Druck erforderlich. Da hierzu
im Code ein Poisson-Loéser vorhanden ist, liegt es nahe, zu untersuchen, inwieweit
dieser zur Lésung der Helmholtz-Gleichung fiir das Temperaturfeld herangezogen
werden kann, bzw. welche Modifikationen und Erweiterungen dieses Lésers hier-
zu erforderlich sind.

Das in TURBIT implementierte Poisson-Loser-Paket stammt von Schmidt et al.
(1984). Es umfaBt drei Unterprogramme, die alle die dreidimensionale Helmholtz-
Gleichung in kartesischen Koordinaten in einem quaderférmigen Gebiet 16sen.
Das Programmpaket wurde von Reeder (1986) fiir die Anwendung auf Ringspalt-
geometrien erweitert. Der Diskretisierung der Differentialgleichung liegen auf ei-
nem versetzten Maschennetz definierte Finite Differenzen zweiter Ordnung zu-
grunde. Es sind verschiedene Variationen von Neumannschen, Dirichletschen
und periodischen Randbedingungen vorgesehen. Je nach Randbedingungen wer-
den dabei verschiedene Lésungsmethoden verwendet, auf die hier nur kurz einge-
gangen werden soll. Wesentlich ist die Durchfiihrung einer schnellen Fourier-
Transformation fiir die Richtungen, in denen periodische Randbedingungen vor-
liegen. Sind in zwei Richtungen periodische Randbedingungen vorgegeben, so
fihrt dies auf ein tridiagonales Gleichungssystem, das mit der Methode der GauB-
schen Elimination gelost wird (Unterprogrammpaket H3DCY2). Fiir den Fall,
daB nur in einer Richtung periodische Randbedingungen spezifiziert sind (Unter-
programm H3VNDC) und in zwei Richtungen feste Winde vorliegen, fiihrt die
FFT auf ein block-tridiagonales Gleichungssystem. Dieses wird mit zyklischer Re-
duktion und GauBischer Elimination gelost [siehe hierzu Sweet (1973), Schumann
& Sweet (1976)]. '

Aus diesen Ausfihrungen geht hervor, dafl die Programme H3DCY2 und
H3VNDC prinzipiell zur Lésung der Helmholtz-Gleichung, die sich bei Verwen-
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dung eines halbimpliziten Zeitintegrationsverfahrens ergibt, geeignet sind. Eine
Schwierigkeit erwéchst jedoch aus der Tatsache, dafl Dirichletsche und Neumann-
sche Randbedingungen in dem Programmsystem nicht einheitlich behandelt wer-
den. Zur Verdeutlichung soll die Druck-Poisson-Gleichung dienen, bei der an fe-
sten Wianden homogene Neumannsche Randbedingungen vorzugeben sind. Unter
Beriicksichtigung der in Abb. 4.8 skizzierten Geometrie ergibt sich aus der Appro-
ximation

ap | - p(1) - p(0) _

die auch so in H3DCY2 und H3VNDC realisierte Vorschrift

p0) = p(1). o (4.32)

ep(2),1(2) | AX3(2)

....}.............Qp(]),T(]) AX3(1) X3
} AX3(1)/2 |

AX3(1) ‘{ 7]

Lo epto)Ti0)

Abb. 4.8: Gitterabstinde des versetzten Maschennetzes in x3-Richtung nahe der
unteren Wand. Die Position der Maschenmittelpunkte mit den an die-
ser Stelle definierten Druck- und Temperaturwerten ist durch Voll-
kreise angedeutet.
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Fir die Temperatur ist es neben der Aufpragung von Wandwérmestrémen durch
Neumannsche Randbedingungen wesentlich, mittels Dirichletscher Randbedin-
gungen auch die Wandtemperaturen vorgeben zu kénnen. Fiir die homogene Di-
richletsche Temperaturrandbedingung ergibt sich bei Zugrundelegen einer linea-
ren Verteilung

1

T\Wand = 3 (TO) + T(1) ) =0, (4.33)

und daraus die Vorschrift

TO) = - T1), (4.34)
die jedoch nicht so im Poisson-Loser realisiert ist. Vielmehr wird dort wegen
T(0) = 0 die homogene Dirichletsche Randbedingung an einer um eine halbe Ma-
schenweite in die Wand versetzten Stelle xg3 = -Axg (1)/2 formuliert. Die korrekte
Implementierung Dirichletscher Randbedingungen fiir die Temperatur ist von
grofler Bedeutung, da dies unmittelbare Auswirkungen auf den sich an den Wan-
den einstellenden Temperaturgradienten und damit auch auf die Nusselt-Zahl
hat. Daraus ergibt sich die Notwendigkeit, das existierende Poisson-Lésungs-
Paket derart zu erweitern, daf die Spezifikation Dirichletscher Randbedingungen
auf einem versetzten Maschennetz - und damit die Vorgabe der Temperatur direkt
an der Wand - méglich wird.

Die entsprechenden Erweiterungen sind fiir das Programmpaket H3DCY2 in re-
lativ einfacher Art und Weise durchzufiihren, da dies auf einer relativ hohen Pro-
grammebene erfolgen kann. Dagegen gestaltet sich diese Aufgabe fiir H3VNDC
ungleich schwieriger. Hier wirken sich die Modifikationen bis auf die unterste
Programmebene aus, und es ist eine tiefere Einarbeitung sowohl in die dem Lé-
sungsverfahren zugrundeliegende Theorie als auch ihre Realisierung im Pro-
gramm notwendig. Die den Erweiterungen der Module H3DCY2 und H3VNDC
zugrundeliegende Mathematik ist in Anhang C zu finden. Die korrekte pro-
grammtechnische Umsetzung der den Erweiterungen zugrundeliegenden Theorie
wurde mit einem speziellen Testprogramm fiir alle méglichen Geometrie- und
Randbedingungskombinationen tiberprift. Die méglichen Randbedingungen des
erweiterten Poisson-Loser-Paketes sind in Tabelle 4.3 zusammengefafit.

67



Tab. 4.3: Mégliche Randbedingungen des erweiterten Poisson-Loser-Paketes:
CYC = periodische Randbedingungen, NS = Neumannsche Rand-
bedingungen auf einem versetzten Maschennetz, DS = Dirichletsche
Randbedingungen auf einem versetzten Maschennetz

Koordinatenrichtung
Modul
X1 X2 X3
- NS-NS
H3DCY2 CYC CYC DS-DS
DS-NS
NS-DS
NS-NS
H3VNDC DS-DS CYC NS-NS
DS -NS
NS -DS

Die Verwendung des beschriebenen direkten hocheffizienten Poisson-Loser-
Paketes fiir das sich bei halbimpliziter Integration der Energiegleichung ergeben-
de Gleichungssystem bringt aber auch weitergehende Einschrankungen mit sich.
Da der Losungsalgorithmus von einem konstanten thermischen Diffusionskoeffi-
zienten ausgeht, kann damit das sich bei einer Grobstruktursimulation fiir das
Temperaturfeld ergebende Gleichungssystem nicht gelost werden, da hier der mo-
lekulare thermische Diffusionskoeffizient noch durch Anteile aufgrund der rdum-
lich variierenden Feinstrukturwiarmestrome modifiziert wird. Neben dieser Be-
schrankung auf direkte Simulationen fiir das Temperaturfeld ergibt sich eine wei-
tere Einschrankung aus der Tatsache, dal bei der Formulierung der Temperatur -
Randbedingungen von einer linearen Naherung ausgegangen wurde. Damit lie-
fert das Losungsverfahren im strengen Sinne in Wandnihe nur dann richtige Er-
gebnisse, wenn die Temperaturgrenzschicht mit mindestens einer Masche aufge-
lost wird. Da diese Forderung bei einer direkten Simulation in jedem Fall zu stel-
len ist, erwédchst aus der linearen Wandnaherung in der Praxis keine zuséatzliche
Einschrankung.
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4.8 Realisierung der Verfahren in TURBIT

Bei der praktischen Umsetzung von LFCN- und ABCN-Verfahren in TURBIT
wurde besonderer Wert auf folgende Kriterien gelegt:

weitgehende Beibehaltung der bestehenden Programnistruktur
- Beschrinkung auf méglichst wenige, aber hochflexible Unterprogramme
- Minimierung des zusétzlich notwendigen Hauptspeicherbedarfs

- Auswahl des fiir die Energiegleichung zu verwendenden Zeitintegrationsver-
fahrens (explizit, LFCN- oder ABCN-Verfahren) in einer fiir den Programmbe-
nutzer méglichst einfachen Art und Weise. '

Die Realisierung dieser Vorgaben wurde dadurch erreicht, daf} alternativ zu den
beim expliziten Verfahren verwendeten Integrationsroutinen GTP1, GTPK und
GTPKM bei halbimpliziter Integration die Unterprogramme WTP1, WTPK und
WTPKM aufgerufen werden. In diesen Routinen wird fiir die Ebene & = 1,2<k
= KM-1 und £ = KM unter Beriicksichtigung des entsprechenden Zeitintegra-
tionsverfahrens sowie der thermischen Randbedingungen fiir jede Masche die
rechte Seite von GI. (4.30) berechnet. Das Ergebnis wird entsprechend der von
dem Poisson-Loser H3DCY2 bzw. H3VNDC erwarteten Eingabestruktur in das
Feld YTP gespeichert. Dieses Feld ist zusammen mit den Koeffizientenvektoren
Ap, Br und Cj, (siehe Gl. (C.1)), die nur einmal zu Beginn der Rechnung bestimmt
werden miissen, Eingabe fiir das modifizierte Poisson-Losungs-Paket (Entry
H3VETP). Von diesem wird als Ergebnis das dreidimensionale Temperaturfeld
der neuen Zeitebene, gespeichert im Feld YTP, zurickgeliefert. In den Unterpro-
grammen WTPSTO und WFINIS werden die Temperaturwerte nach jedem Mikro-
zeitschritt bzw. am Ende des Makrointegrationszyklusses in das Feld TP umge-
speichert. Bei der beschriebenen Vorgehensweise beschrinkt sich der zusitzliche
Hauptspeicherbedarf bei halbimpliziter Integration der Energiegleichung fiir den
Loser H3DCY2 auf '

(UM+2) JM-KM+ 3 -KM-4

Feldelemente, und fiir den Léser H3VNDC auf

(IM+2) (JM+2)(KM+2) + KM
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Feldelemente. Dies ist nur ca. 1/16 der Hauptspeicheranforderungen der vollexpli-
ziten Programmversion.

Die Festlegung, welches Zeitintegrationsverfahren fir die Energiegleichung ver-
wendet werden soll, erfolgt in der Karteneingabe tiber die beiden Logikvariablen
LTPIEX und LTPILF, siehe Tab. 4.4.

Tab. 4.4: Auswahl des Zeitintegrationsverfahrens fir die Energiegleichung.
LTPIEX und LTPILF sind in der Karteneingabe zu spezifizierende
Logikvariablen.

Zeitintegrations-
verfahren Typ LTPIEX LTPILF
Euler-Leapfrog explizit 'TRUE beliebig
LFCN-Verfahren halbimplizit FALSE TRUE
ABCN-Verfahren halbimplizit FALSE FALSE

Die Steuerung eines typischerweise N = 40 Zeitschritte umfassenden Makrointe-
grationszyklusses lauft - wie bisher - programmintern ab. Beginnend mit einem
Euler-Crank-Nicolson-Schritt folgen, je nachdem, welches der halbimpliziten Ver-
fahren verwendet wird, entweder N-2 LFCN-Schritte und ein abschlieBender ge-
mischter Euler-Crank-Nicolson-LFCN-Schritt oder N-1 ABCN-Schritte.

4.9 Verifikation der neuen Simulationsmethode

4.9.1 Erfahrungen mit den halbimpliziten Verfahren

Zur Uberprifung der richtigen programmtechnischen Umsetzung der beiden
halbimpliziten Zeitintegrationsverfahren wurden fiir verschiedene Geometrien
und Randbedingungen Testrechnungen vorgenommen. Dabei wurde neben dem
expliziten Zeitintegrationsverfahren auch eine Integration der Energiegleichung
mit dem LFCN- und ABCN-Verfahren durchgefiihrt, wobei stets die Zeitschritt-
weite des expliziten Verfahrens zugrundegelegt wurde. Die Ergebnisse dieser Stu-
dien finden sich in Anhang D. |

In einem nichsten Schritt wurde untersucht, inwieweit das theoretische Zeit-
schrittweitenpotential von LFCN- und ABCN-Verfahren in der Praxis tatsichlich
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ausgenutzt werden kann. In Rechnungen mit Prandtl-Zahlen 0.001 = Pr < 0.021
zeigte sich, daf} verschiedentlich numerische Instabilititen auftraten, obwohl
Zeitschrittweiten verwendet wurden, die nach der linearen Stabilitdtstheorie zu-
lissig sind. In allen untersuchten Fillen waren dabei LFCN- und ABCN-
Verfahren entweder beide stabil oder beide instabil. Im Falle der Stabilitdt waren
zwischen den Ergebnissen beider Verfahren fir Zeitsignale lokaler Gré3en prak-
tisch keine Unterschiede festzustellen. Das Auftreten numerischer Instabilitaten
wurde jeweils dann beobachtet, wenn groflere Diffusionszahlen vorlagen. Die In-
stabilitdten traten dabei zuerst im Temperaturfeld auf und duflerten sich in zeitli-
chen Oszillationen mit stark anwachsender Amplitude. Ausgangspunkt waren je-
weils die wandnéchstenlMaschen, also der Bereich, wo die Diffusionszahl am grof3-
ten ist. Auf die Notwendigkeit einer Beschrankung der Diffusionszahl bei prakti-
schen Rechnungen wurde bereits in Abschnitt 4.4.4 hingewiesen, ohne daf dort ei-
ne konkrete Obergrenze angegeben werden konnte. Im Rahmen der hier durchge-
fihrten numerischen Studien war die niedrigste Diffusionszahl, bei der die halb-
impliziten Verfahren instabil wurden, D = 5.84 und die héchste Diffusionszahl,
bei der die Verfahren noch stabil liefen, D = 6.6. Aus diesen Erfahrungen heraus
wurde bei allen folgenden Rechnungen durch eine gegebenenfalls erfolgende Zeit-
schrittweitenanpassung sichergestellt, dafl die Diffusionszahl den Wert D;,;5x = 4
nicht iberschreitet. Diese Obergrenze hat sich in der Praxis bewéhrt, da im Rah-
men aller mit diesem Kriterium durchgefiihrten Simulationen keine numerischen
Instabilitdten beobachtet wurden.

Die zusitzliche Rechenzeit pro Zeitebene, die die Verwendung der halbimpliziten
Zeitintegrationsverfahren gegeniber dem vollexpliziten Verfahren mit sich
bringt, hingt davon ab, welches der beiden Unterprogrammpakete des Poisson-
Losers verwendet wird. Liegen in zwei Koordinatenrichtungen periodische Rand-
bedingungen vor und wird demzufolge das Modul H3DCY2 verwendet, so ist dies
etwa 10%. Fir den Fall, daB nur in einer Richtung periodische Randbedingungen
vorgegeben sind und die Losung mit H3VNDC erfolgt, erhoht sich der zuséatzliche
numerische Aufwand auf etwa 20%. Die Gréfle der mit den halbimpliziten Verfah-
ren moglichen Steigerung der Zeitschrittweite hingt stark vom Anwendungsfall
ab. Insbesondere sind hier die Prandtl-Zahl und wegen des Diffusionszahlkrite-
riums die Grofle der Wandmaschen entscheidend. Typische Werte liegen jedoch
im Bereich von Faktor 10 bis 40. In dieser Groflenordnung liegt auch die effektive
Rechenzeiteinsparung bei halbimpliziter Integration der Energiegleichung.
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4.9.2 Nachrechnung eines Benchmark-Problems

Zur Verifikation der beiden neu in TURBIT implementierten halbimpliziten Zei-
tintegrationsverfahren wird ein von der Gesellschaft fiir Angewandte Mathema-
tik und Mechanik (GAMM) 1987 ausgeschriebenes Benchmark-Problem nachge-
rechnet. Dieses befaflt sich mit der zweidimensionalen Konvektion von Fluiden
- kleiner Prandtl-Zahl in einem Rechteckbehélter. Das Hohen- zu Seitenverhiltnis
H/L ist 1:4, siehe Abb. 4.9. Der Behilter besitzt feste horizontale und vertikale
Winde. Die isothermen vertikalen Wande befinden sich auf den Temperaturen T';
und T9, wobei gilt AT = Tg - T; > 0. Fir die horizontalen Wande wird ein mit y
linear von T'; nach T'9 ansteigendes Temperaturprofil vorgegeben.

X
H
T=Ti U : T=T2
0 > Y
0 L

. Abb. 4.9: Geometrie des Benchmark-Problems (nach Roux (1990a))

Experimente von Hart (1983) und Hurle et al. (1974) zeigen, daf} die fiir T'; # T
einsetzende auftriebsinduzierte Stromung nach Uberschreiten eines bestimmten
kritischen Wertes der Grashof-Zahl Gr,s, in einen oszillatorischen Zustand tiber-

geht. Es ist zu beachten, daBl sich die hier zugrunde gelegte Definition der
Grashof-Zahl

(4.35)

von der in TURBIT verwendeten Definition unterscheidet (vergl. Gl. (2.3)). Die
auftretenden Geschwindigkeiten sind klein genug, um die Strémung als laminar
ansehen zu konnen. Ziel des Benchmarks war es, verschiedene numerische Metho-
den fir Situationen zu vergleichen, bei denen eine Grashof-Zahl leicht unter- und
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oberhalb des kritischen Wertes Grog; vorliegt. Die Beitrdge der verschiedenen Au-
toren sind in Roux (1990a) veréffentlicht. Die Ergebnisse werden von Roux
(1990b) zusammenfassend bewertet und diskutiert. Bemerkenswert ist, da Re-
priasentanten aller der an diesem Benchmark beteiligten Programmklassen (Fini-
te Differenzen, Finite Volumen, Finite Elemente und spektrale Methoden) genaue
Ergebnisse liefern und sich keine Methode als klar tiberlegen erweist.

Wir beschrianken uns hier auf die Grashof-Zahl Gr = 40 000. Die Prandtl-Zahl
hat den Wert Pr = 0.015, so daf} in der Benchmark-Terminologie der Fall C, Gr =
40 000, Pr = 0.015, R-R betrachtet wird. Experimentelle Daten fiir das betrachte-
te Problem sind in der Literatur nicht verfiigbar. Stattdessen werden auf einem
sehr feinen Maschennetz (321-81 Gitterpunkte) mit einem Referenzcode {Behnia
& de Vahl Davis (1990)] ermittelte numerische Ergebnisse als Vergleichsbasis
herangezogen. Fiir den oben spezifizierten Fall wird das Auftreten einer oszillato-
rischen Konvektionsform vorhergesagt. Als charakteristische Gréflen fir diese
Konvektionsform waren von den verschiedenen Codes das Maximum der Verti-
kalgeschwindigkeit U* 44 fiir x = H/2, 0<y<L sowie die Oszillationsfrequenz f
blind vorherzusagen.

Die Anwendung von TURBIT auf das als zweidimensionales Problem definierte
GAMM-Benchmark ist méglich, wenn man fiir eine Richtung, in der periodische
Randbedingungen vorliegen, die Minimalanforderung von lediglich vier Maschen
vorgibt und in dieser Richtung eine kleine Maschenweite wahlt. Infolge der peri-
odischen Randbedingungen und der geringen Maschenanzahl ist die Kopplung
der Gleichungen so stark, dafl die Ergebnisse in dieser Raumrichtung praktisch
keinerlei Variation aufweisen. Auf diese Weise konnte Grétzbach (1990b) mit
TURBIT unter Verwendung des vollexpliziten Zeitintegrationsverfahrens zweidi-
mensionale Losungen des Benchmark-Problems realisieren.

Eine Behandlung des Benchmark-Problems mit den beiden neu in TURBIT im-
plementierten halbimpliziten Zeitintegrationsverfahren ist nur méglich, wenn die
Temperaturrandbedingungen leicht modifiziert werden. Dies ist deshalb notwen-
dig, weil das Poisson-Losungs-Paket H3VNDC nur an zwei der vier Wéinde die
Vorgabe Dirichletscher Randbedingungen erlaubt (vergl. Tab. 4.3). Dies bedeutet,
daB das lineare Temperaturprofil der horizontalen Winde so abbildbar ist, fiir die
vertikalen Wénde jedoch nicht die Temperaturen T'; und T2, sondern stattdessen
Wandwarmestrome als Randbedingung vorgegeben werden miissen. Da die exak-
ten Wandwérmestréome nicht bekannt sind, werden diese aus den mit dem vollex-
pliziten Zeitintegrationsverfahren erzielten Ergebnissen tibernommen. Hierbei
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ist anzumerken, daf diese Wandwéarmestréme raumlich und zeitlich leicht variie-
ren. Mit der Vorgabe der rdumlich und zeitlich konstanten mittleren Wandwér-
mestréme kann das Benchmark-Problem hinsichtlich der Randbedingungen nur
niherungsweise abgebildet werden.

Die mit TURBIT berechneten Ergebnisse fiir die Maximalgeschwindigkeit U*;,4x
und die zugehoérige Oszillationsfrequenz f sind in Tabelle 4.5 zusammengefalit
[Worner & Grotzbach (1992)] und den Werten des Referenzprogramms gegeniiber-
gestellt. Bei Verwendung eines der halbimpliziten Zeitintegrationsverfahrens fir
die Energiegleichung und einem Gitter mit 30-4-64 Maschen ist gegentliber dem
vollexpliziten Zeitintegrationsverfahren eine Steigerung der Zeitschrittweite At
um den Faktor 37 moéglich. Die zuséatzliche Rechenzeit von ABCN- und LFCN-
Verfahren liegt etwa bei 20% des vollexpliziten Verfahrens, so dafl eine Effizienz-
steigerung um gut den Faktor 30 erreicht werden konnte. Gegentiiber dem explizi-
ten Verfahren konnen damit bei gleicher CPU-Zeit wesentlich grofiere Problem-
zeiten tg;m, realisiert werden. Dies fiihrt fur U%*,,,, zu nur geringflgig, aber fiir die
Frequenz f deutlich verbesserten Werten im Vergleich zu den Ergebnissen des Re-
ferenzprogramms. Eine Verfeinerung des Maschennetzes auf 50-4:102 Gitter-
punkte hat eine deutliche Verbesserung des Ergebnisses fiir U*,,,x zur Folge.

Tab. 4.5: Vergleich der TURBIT-Ergebnisse fiir die Geschwindigkeitsampli-
tude U*pqx und die Oszillationsfrequenz f mit den Referenzwerten
nach Behnia & de Vahl Davis (1990).

hen- .
pie;raelgm Gitter At tsun U*max f
Referenz-
programm 81-321 - - 1.093 21.76

TURBIT  (explizit) 30-4-64 2.6-10-4 72.1 0.987 22.35
TURBIT (ABCN) 30-4-64 9.8-10-3 228.1 0.991 22.00
TURBIT (LFCN) 30-4-64 9.8:10-3 189.0 0.991 21.74
TURBIT (LFCN) 50-4-102 4.2-10-4 103.4 1.026 21.86
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4.9.3 Rayleigh-Bénard-Konvektion in Luft

Die erfolgreiche Nachrechnung des GAMM-Benchmarks ist als eine mathemati-
sche Verifikation der erweiterten TURBIT-Version zu bewerten und kann nicht
als ausreichende physikalische Verifikation der Simulationsmethode angesehen
werden. Fir Rayleigh-Bénard-Konvektion in fliisssigem Natrium wird wegen der
nur beschrinkt zur Verfigung stehenden experimentellen Daten nur eine schwa-
che Absicherung der Simulationsergebnisse méglich sein, dies zudem nur an inte-
gralen Daten, wie der Nusselt-Zahl, und an wenigen statistischen Daten des Tem-
peraturfeldes, in keiner Weise jedoch fir das Geschwindigkeitsfeld. Die physikali-
sche Verifikation der neuen Simulationsmethode soll daher fiir Rayleigh-Bénard-
Konvektion in Luft erfolgen, wo ausreichend experimentelle Daten in der Litera-
tur verfugbar sind.

Als Vergleichsbasis wird ein Experiment von Deardorff & Willis (1967) fur die
Rayleigh-Zahl Ra = 630 000 und die Prandtl-Zahl Pr = 0.71 herangezogen. Die
Experiment-Reihe (Ra = 6.3:105, 2.5-106, 107) wurde in einem auflergewéhnlich
groBen Behilter (366 cm x 94 cm) durchgefiihrt, wobei die MeRBsensoren in der
Langsrichtung lber eine Strecke von 300 cm verfahren werden konnten. Die
Schichthéhe konnte zwischen 4 ¢cm und 30 cm variiert werden. Die Meflergebnisse
der Experimente sind nur in graphischer Form angegeben. Die entsprechenden
Zahlenwerte sind aus Diagrammen ermittelt und in die TURBIT-Normierung
umgerechnet worden.

Bei der Vorgabe von Anfangswerten fir die Simulation turbulenter Rayleigh-
Bénard-Konvektion in Luft fiir die Rayleigh-Zahl Ra = 630 000 kann auf vorhan-
dene Ergebnisse einer Simulation fiir die Rayleigh-Zahl Ra = 380 000 zuriickge-
griffen werden [Grotzbach (1989), (1990a)]. Diese auf einem Maschennetz der Gro-
e 180-180-32 vorliegenden Ergebnisse werden fir einen bestimmten Zeitpunkt
unter Beibehaltung der Periodenldngen X; = X9 = 7.92 auf ein Maschennetz mit
200-200-39 Gitterpunkten (0.005 = Axz =0.032) interpoliert. Gleichzeitig wird
die Rayleigh-Zahl auf den neuen Wert hochgesetzt. Durch die Maschennetzverfei-
nerung wird eine der direkten numerischen Simulation bei der erhéhten
Rayleigh-Zahl angemessene rdumliche Diskretisierung sichergestellt. Der Vorteil
dieser Vorgehensweise ist, daf} sich bereits nach relativ kurzer Simulationszeit
ein der neuen Rayleigh-Zahl entsprechender Strémungszustand einstellt. Lange
transiente Phasen, die sich bei der Vorgabe eines ruhenden Mediums mit dem li-
nearen mittleren Temperaturprofil iiberlagerten randomen Temperaturschwan-
kungen ergeben, konnen so vermieden werden. Fur die Integration der Energie-
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gleichung wird das LFCN-Verfahren verwendet. Da das Beschleunigungspotenti-
al des halbimpliziten Verfahrens mit wachsender Prandtl-Zahl stark abnimmt
und fiir Pr = 1 tiberhaupt nicht mehr gegeben ist, erscheint es bemerkenswert,
dal das LFCN-Verfahren selbst bei der hier betrachteten Simulation mit Pr =
0.71 noch um ca. 20% effizienter ist als das vollexplizite Zeitintegrationsverfah-
ren.

In Abb. 4.10 ist das vertikale Profil der mittleren Temperatur von Experiment
und Rechnung wiedergegeben. Es ist eine sehr gute Ubereinstimmung festzustel-
len, sowohl hinsichtlich der isothermen Kernstromung als auch beziiglich Verlauf
und Dicke der thermischen Grenzschichten. Weniger gut, aber insgesamt doch zu-
friedenstellend ist die Ubereinstimmung des in Abb. 4.11 dargestellten vertikalen
Profils der Standardabweichung der Temperaturschwankungen (iiblicherweise
als RMS-Wert bezeichnet, RMS = ”root mean square”). Insbesondere werden die
sich in der Rechnung ergebenden ausgepriagten Maxima am Rande der thermi-
schen Grenzschicht durch das Experiment in dieser Uberhéhung nicht bestatigt.

Abb. 4.12 stellt das vertikale Profil des RMS-Wertes der Vertikalgeschwindigkeit
von Experiment und Rechnung gegeniiber. Bis auf die finf wandndchsten Ma-
schen ist eine sehr gute Ubereinstimmung festzustellen. Die Abweichungen in-
nerhalb der viskosen Grenzschicht diirften auf Ungenauigkeiten des Experiments
zuriickzufiihren sein. Ein Indiz hierfiir ist der unsystematische Verlauf des verti-
kalen Profils des Korrelationskoeffizienten der Temperatur mit der Vertikalge-
schwindigkeit, den Deardorff & Willis (1967) in ihrer Arbeit angeben. Da dhnliche
Abweichungen zwischen numerischen und experimentellen Ergebnissen fiir den
wandnahen Bereich auch bei den fritheren Simulationen fiir Ra = 380 000 mit
dem expliziten Verfahren auftraten, handelt es sich hier nicht um einen Effekt,
der in direktem Zusammenhang mit dem halbimpliziten Zeitintegrationsverfah-
ren steht.

Das vertikale Profil des RMS-Wertes der horizontalen Geschwindigkeitskompo-
nenten zeigt Abb. 4.13. Vom qualitativen Verlauf her stimmen Rechnung und Ex-
periment recht gut iiberein, allerdings liefert erstere allgemein etwas héhere
Werte. Dies liegt moglicherweise daran, dal im Experiment aufgrund der endli-
chen Kanalabmessungen die horizontalen Geschwindigkeitskomponenten durch
vertikale Winde gedimpft werden. Eine solche Dampfung ist in der Rechnung
wegen den periodischen Randbedingungen in beiden horizontalen Richtungen
nicht gegeben. Bei der numerischen Simulation fallen die RMS-Profile der Ge-
schwindigkeitskomponenten in x;- und xg-Richtung nicht zusammen. Dies 146t
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Konvektion in Luft, Ra = 630 000. Vergleich der numerischen Er-
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Rayleigh-Bénard-Konvektion in Luft, Ra = 630 000. Vergleich der
numerischen Ergebnisse (durchgezogene Linie) mit experimentellen
Daten (Vollkreise) von Deardorff & Willis (1967).
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Vertikales Profil des RMS-Wertes der Vertikalgeschwindigkeit
fir Rayleigh-Bénard-Konvektion in Luft, Ra = 630 000. Ver-
gleich der numerischen Ergebnisse (durchgezogene Linie) mit ex-
perimentellen Daten (Vollkreise) von Deardorff & Willis (1967).
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Vertikales Profil des RMS-Wertes der beiden Horizontalgeschwin-
digkeitskomponenten fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion in Luft, Ra
= 630 000. Vergleich der numerischen Ergebnisse (durchgezogene
{Jinie) mit experimentellen Daten (Vollkreise) von Deardor%f & %Nil-
is (1967).
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darauf schlieflen, daf} in der Strémung tiber groflere Zeitraume raumliche Struk-
turen vorhanden sind, die diese schwache Anisotropie bewirken.

Zusammenfassend kann man eine gute Ubereinstimmung zwischen den numeri-
schen und experimentellen Ergebnissen feststellen. Die erweiterte TURBIT-
Version kann damit als verifiziert angesehen werden. Weitere Analysen der Er-
gebnisse fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion in Luft werden in Kapitel 5 vorgestellt,
wo aus einem Vergleich mit Ergebnissen fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion in fliis-
sigem Natrium auf Einflisse der Prandtl-Zahl geschlossen werden soll.
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5. Anwendungen fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion in
flissigem Natrium

5.1 Numerische Vorstudien

Bei einer direkten numerischen Simulation werden die das physikalische Problem
beschreibenden Erhaltungsgleichungen gelost, ohne dafl empirische Modellie-
rungsansitze eingehen. Die Simulationsmethode erfordert daher eine raumliche
und zeitliche Diskretisierung, die die Auflésung aller relevanten Langen- und
ZeitmaBstibe des physikalischen Problems gewihrleistet. Ein wichtiger Aspekt
der direkten numerischen Simulation ist daher die Spezifikation eines angemes-
senen Maschennetzes und insbesondere die Verifikation der getroffenen Wahl an-
hand der Simulationsergebnisse.

Bei der in Abschnitt 4.9.2 vorgestellten Simulation von Rayleigh-Bénard-
Konvektion in Luft konnte bei der Festlegung geeigneter Maschenweiten und Pe-
riodenlidngen auf einen liber 17 Jahre hinweg angesammelten Erfahrungsschatz
zuriickgegriffen werden [Lipps (1976), McLaughlin & Orszag (1982), Grétzbach
(1982)]. Ein solcher Erfahrungsschatz ist fur Fliissigmetalle nicht verfiigbar.
Auch Experimente, die Aufschluf} iiber das in solchen Stromungen auftretende
Spektrum an Lingenmafistidben geben, sind, anders als bei der Rayleigh-Bénard-
Konvektion von Luft, kaum verfiigbar. Es erscheint daher sinnvoll, fiir Flussig-
metalle zunédchst in Vorstudien Erfahrungen tiber den Einflul von Maschennetz-
parametern auf die Simulationsergebnisse zu sammeln. Die Analyse dieser Er-
gebnisse soll uns in die Lage versetzen, sinnvolle Maschennetze fiir die eigentli-
chen rechenzeitintensiven Simulationsldufe festzulegen.

5.1.1 Der EinfluBB der GroBBe des Rechengebietes

Zunichst soll in einer Studie der Einflul} der Periodenldngen X7 2 auf die Simula-
tionsergebnisse untersucht werden. Die Simulationen werden fiir die Rayleigh-
Zahl Ra = 6 000 und die Prandtl-Zahl Pr = 0.006 durchgefiihrt. Da ausschlieflich
der Einfluf} der Periodenldngen auf die sich einstellenden grofirdumigen Konvek-
tionsstrukturen untersucht werden soll, werden fiir alle Simulationen dieselben
Maschenweiten zugrundegelegt. Aufgrund der nur begrenzt zur Verfligung ste-
henden Rechenzeit kénnen fiir eine solche Studie nicht derart feine Maschenwei-
ten verwendet werden, wie sie im eigentlichen Sinne fiir eine direkte numerische
Simulation dieser Rayleigh-Zahl notwendig wéren. Die hier verwendeten Ma-
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schenweiten sind um etwa den Faktor zwei zu grob. Sie sollten aber fein genug
sein, um alle wesentlichen Vorginge, die fiur die Ausbildung der groirdumigen
Strukturen von Bedeutung sind, erfassen zu kénnen. Die Maschennetzparameter
der Simulationen sind in Tabelle 5.1 zusammengefafit.

Tab.5.1: Periodenldngen, Maschenweiten und Anzahl der Gitter-
punkte der Simulationen im Rahmen der Periodenlidngen-
studie (Ra = 6 000, Pr = 0.006).

X12 Axy = Axg Ax3 | IM-JM-KM

0.1 0.05-0.1 40-40-13

0.1 0.05-0.1 60-60-13

8 0.1 0.05-0.1 80-80-13
10 0.1 0.05-0.1 100-100-13
16 0.1 0.05-0.1 160-160-13

Abb. 5.1 zeigt fiir diese Simulationen Momentanbilder des Temperaturfeldes in
der Ebene x3 = 0.5. Die Isolinien kennzeichnen die Orte, an denen die Temperatur
den mittleren Wert T = 0.5 annimmt. Auffallend sind die ausgepragten Band-
strukturen, die fiir Periodenldgen X7 2 = 6 zu finden sind. Demgegeniiber stellt
sich bei der Periodenlédnge X7 2 = 4 eine vollig andere Konvektionsform ein. Dar-
aus kann geschlossen werden, daf} diese Periodenlinge auf keinen Fall ausrei-
chend ist. Eine typische Wellenldnge von dreidimensionalen Stérungen entlang
der Rollenachsen kann fiir X7 2 = 10 zu etwa A = 3-4 abgeschitzt werden. Damit
scheint auch X; 9 = 6 nicht grofl genug zu sein, um solche Effekte mit der Simula-
tion erfassen zu kénnen. Vergleicht man die Wellenldnge der Bandstrukturen fiir
den Fall X; » = 8 und X; 2 = 10, so scheint diese im ersteren Fall etwas grofler zu
sein. Dahingegen ist diesbeztglich fir X7 2 = 10 und X; 2 = 16 kein augenschein-
licher Unterschied festzustellen. Dennoch entscheiden wir uns dafiir, die weiteren
Simulationen mit den Periodenlédngen X7 2 = 8 durchzufiihren, da dies gegeniiber
X712 = 10 einen um ca. 56% geringeren numerischen Aufwand mit sich bringt.

Mit der vorliegenden Studie wurde erstmals versucht, den Einflufl der Perioden-
langen auf die Simulationsergebnisse fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion in fliissi-
gem Natrium qualitativ zu erfassen. Die Ergebnisse zeigen, dafl die Wahl der Pe-
riodenldnge von grundlegender Bedeutung sein kann. Die Festlegung von Xj o
darf daher nicht, wie oft iiblich, mehr oder weniger willkiirlich oder nur unter dem
Aspekt des Rechenaufwandes erfolgen, sondern muf} sich an den physikalischen
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Abb. 5.1: Isolinien des Temperaturwertes T' = 0.5 in der Ebene x3 = 0.5 fur
Ra = 6 000, Pr = 0.006 und unterschiedliche Periodenléngen.
(a): X12=4,(0):X1,2="6,(c):X12=8,(d):X12=10,(e): X12 = 16.
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Anforderungen orientieren. Nur, wenn in der Simulation ausreichend grof3e Peri-
odenldngen vorgegeben werden, konnen damit reale physikalische Vorgénge in
Behiltern mit groBem Seiten- zu Héhenverhéltnis beschrieben werden.

Im vorliegenden Fall kann man davon ausgehen, dafl die Festlegung X; 2 = 8 zu-
mindest fiir einen unteren Rayleigh-Zahlen-Bereich den physikalischen Anforde-
rungen gentigt. Fiir Simulationen mit Rayleigh-Zahlen Ra = 5-105 wére eventu-
ell die Durchfiihrung einer weiteren Periodenldngenstudie sinnvoll, da aus Expe-
rimenten bekannt ist, dal zumindest fiir Fluide mittlerer Prandl-Zahl die charak-
teristische Wellenldnge 1 des Konvektionsmusters mit wachsender Rayleigh-Zahl
zunimmt {Koschmieder (1974)]. Uber die Steigung d 1/dRa kénnen allerdings kei-
ne gesicherten Aussagen gemacht werden. Ob in Flussigmetallen fiir Rayleigh-
Zahlen dieser Grofienordnung im Temperaturfeld noch dhnliche Bandstrukturen
wie in Abb. 5.1 zu finden sind, ist allerdings nicht bekannt.

Hinzuweisen ist noch auf die zufillige Orientierung der Bandstrukturen, die in
Abb. 5.1 fiur die verschiedenen Periodenlidngen zu finden ist. Hieraus kann man
schlieflen, daB3 durch das Rechenprogramm selbst keine Vorzugsrichtung aufge-
pragt wird. Interessant ist auch das Einlaufverhalten der Simulationen mit unter-
schiedlicher Periodenldnge. Die in dimensionslosen Zeiteinheiten gerechnete Ein-
laufzeit vom Ruhezustand bis zu einer im statistischen Sinne stationdren Stré-
mung nimmt mit wachsender Periodenlédnge deutlich zu.

5.1.2 Der EinfluBB der GréBe der Maschenweiten

Wihrend durch die Periodenldnge die Wellenlidnge der gréofiten mit dem Maschen-
netz erfaflbaren rdumlichen Strukturen bestimmt wird, liegt mit der Maschenwei-
te die Grofe der kleinsten erfalbaren Turbulenzelemente fest. Bei einer direkten
numerischen Simulation muf} die Maschenweite so gewdhlt werden, daB3 die Auf-
lésung der Wirbel, bei denen die Dissipation kinetischer Energie in Wirme er-
folgt, sichergestellt ist. Nur dann ist in strengem Sinne die Vernachldssigung ei-
nes Feinstrukturmodells zuléssig.

Die GroBe der kleinsten Turbulenzelemente nimmt mit wachsendem Turbulenz-
grad kontinuierlich ab, so daf} bei einer direkten numerischen Simulation mit zu-
nehmender Rayleigh-Zahl immer feinere Maschenweiten erforderlich sind. Grétz-
bach (1983) leitet ausgehend von der Theorie isotroper Turbulenz und der Forde-
rung, daf} das Feinstrukturmodell in TURBIT keinen Beitrag liefern soll, aus ei-
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ner Bilanz von Auftriebsproduktion und Dissipation turbulenter kinetischer
Energie ein Kriterium fir die erforderliche Maschenweite in Abhingigkeit von
Rayleigh-, Prandtl- und Nusselt-Zahl ab. In seiner Herleitung geht er mit der
Annahme einer isothermen Kernstromung davon aus, daf3 der molekulare Beitrag
zum Gesamtwirmestrom vernachléssigbar ist. Fiir Flussigmetalle ist die Bertick-
sichtigung des molekularen Warmetransportes aber durchaus sinnvoll. Im Nen-
ner des Maschenweitenkriteriums

1/4
Pr2

h < 5.1 _—
3 Ra - (Nu-1) (5.1)

tritt dann nicht die Nusselt-Zahl, sondern der Ausdruck Nu-1 auf, was einer Ab-
schwiachung des urspriinglichen Kriteriums nach Grétzbach (1983) entspricht.
Wertet man diese Beziehung fir Pr = 0.006 und verschiedene Rayleigh-Zahlen
unter Verwendung der Nusselt-Zahl-Korrelationen von Kek (1989) aus, so erge-
ben sich die in Tabelle 5.2 zusammengefafiten Werte fiir die Maschenweite A.

Tab.: 5.2: Auswertung des Maschenweitenkriteriums (5.1) fir
Pr = 0.006 und verschiedene Rayleigh-Zahlen.

Ra Nu (nach Kek) Maschenweite h
3 000 1.05 0.114
6 000 1.104 0.079
12 000 1.192 0.057
24 000 1.488 0.038

Kriterium (5.1) kann nur Anhaltswerte fir die Festlegung der Maschenweite lie-
fern. Ob diese Maschenweite ausreichend fein ist, mufl anhand der Simulationser-
gebnisse beurteilt werden. Geeignet fiir diese Uberpriifung sind Spektren turbu-
lenter Schwankungsgrofien. Ein solches Energiespektrum unterteilt sich in ver-
schiedene charakteristische Bereiche [Hinze (1975)]. Wichtig ist der von Trag-
heitskriften dominierte Bereich (”inertial subrange”), fiir den nach Kolmogoroff
die exponentielle Abhingigkeit
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By ~ 553 (5.2)

gegeben ist. Fir sehr grofle Wellenzahlen liefert die Theorie [Rotta (1972), S. 98)]
die asymptotische Losung

: -7
Iim E(k)~ &k (5.3)
k- o
In isotroper Turbulenz gilt fir die Dissipation kinetischer Energie
lim lim k 2
£ koo 5T koo 2V /0 (F*)" B (k) dr* (5.4)

[Hinze (1975), S. 219]. Der Verlauf der streng monoton wachsenden Funktion &
ist in Abb. 5.2 schematisch wiedergegeben. Bei einer direkten numerischen Simu-
lation ergibt sich die gréBte auflosbare Wellenzahl kpng aus der Maschenweite:

kpns = A3 (5.5)

Abb.5.2: Schematischer Verlauf des Dissipationsintegrals e;, nach Gl. (5.4) als
Funktion der Wellenzahl.
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Eine sinnvolle Anforderung, die an eine direkte Simulation zu stellen ist, ist nach
Abb. 5.2, dal epys im Sattigungsbereich von e liegt. Dies ist der Fall, wenn

2e,

I <0 (5.6)
ik kpns

ist. Nimmt man an, daf} der Verlauf des Energiespektrums in einem Wellenzah-
lenintervall Ak durch eine Potenzfunktion der Form

E®* = Kp k9",
Esk*<k+ Ak, (5.7)
KE' = konst. > 0, m € IN

dargestellt werden kann, dann folgt aus (5.4)

d ¢
k d 2-m\ _ 1-m
5 =9y .d_k(KE k ) =2v (2-m) KE k , (5.8)

und damit aus (5.6) die Forderung

m = 3. (5.9)

Dies bedeutet, dafl der Sattigungsbereich in Abb. 5.2 erst dann erreicht werden
kann, wenn fur die Steigung des Energiespektrums in einem Wellenzahlenbe-
reich

log (E(k)) = -3 (5.10)

gegeben ist.

Abb. 5.3 zeigt fir Ra = 6 000, Pr = 0.006, X; 2 = 8 eindimensionale Energiespek-
tren einer Horizontalgeschwindigkeitskomponente in Kanalmitte (zur Auswerte-
beziehung fiir die Spektren siehe Abschnitt 5.2.2). Die Simulationen wurden auf
unterschiedlich feinen Maschennetzen durchgefiihrt (siehe Tab. 5.3), um den Ein-
flul der Maschenweite auf das Energiespektrum zu analysieren. Abb. 5.3 zeigt,
dafl mit dem Maschennetz des Falles NA6F eine asymptotische Steigung von nur
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Abb. 5.3: Eindimensionale Energiespektren der Geschwindigkeitskomponente

n T
-0.0 0.5

uy in der Ebene x3 = 0.5 fiir verschieden feine Maschennetze
(Ra = 6 000, Pr = 0.006).

-3 im hochfrequenten Bereich des Spektrums erreicht wird. Desweiteren deutet
der schwichere Abfall des Spektrums im Bereich der héchsten mit dem Maschen-
netz auflosbaren Wellenzahlen auf einen betriachtlichen Aliasing-Effekt hin. Bei-

des sind Anzeichen, daf} die zugrundegelegte raumliche Auflosung nicht ausrei-

chend fein ist.

Tab. 5.3: Gitteranzahl und Maschenweiten von Simulationen im Rahmen
der Maschennetzstudie (Ra = 6 000, Pr = 0.006, X7 2 = 8).

Fallbezeichnung IM-JM-KM Axq = Axo Axg
NAG6F 80-80-19 0.1 0.03-0.06
NA6G 120-120-19 0.067 0.03-0.06
NA6H 160-160-25 0.05 0.02-0.05
NAG6I 200-200-31 0.04 0.01-0.04
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Dies ist ein Ergebnis, das fiir diese Maschenweite nach Kriterium (5.1) so zu er-
warten war (vergl. Tabelle 5.2 und 5.3). Die Aliasing-Effekte nehmen mit zuneh-
mender Maschenverfeinerung deutlich ab und sind fiir den Fall NA6I praktisch
verschwunden. Der “cut-off” Bereich der Spektren zeigt tber Fall NA6G und
NAG6H einen zunehmend steileren Abfall und erreicht im Fall NA6H eine asymp-
totische Steigung von -7. Das Maschennetz des Falles NA6I kann damit als aus-
reichend fein fiir eine direkte numerische Simulation dieser Rayleigh-Zahl ange-
sehen werden. Abschlieflend soll darauf hingewiesen werden, dafl sich das Spek-
trum fir den Fall NA6I iber nahezu acht Gréflenordnungen erstreckt und damit
ein Signal- zu Rauschverhdltnis aufweist, wie es bei einem Experiment wohl
kaum zu erreichen ist.

5.1.3 Abschitzung fiur die Dicke der viskosen Grenzschicht

Den dissipativen Bereich des Spektrums aufzulésen ist die eine Forderung, die die
Festlegung der Maschenweite bestimmt. Eine zweite, im allgemeinen strengere,
erwichst aus der Notwendigkeit die viskosen und thermischen Grenzschichten an
den Winden aufzulésen. Da bei einer direkten numerischen Simulation keine
Wandgesetze verwendet werden, ist nur so die Erfassung der starken Geschwin-
digkeits- und Temperaturgradienten in Wandnéhe moglich.

Abb. 5.4 zeigt das vertikale Profil der mittleren Temperatur mit dem fiir hohe
Rayleigh-Zahlen typischen Grenzschichtcharakter. Nimmt man an,dall in den
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Abb. 5.4: Skizze des vertikalen mittleren Temperaturprofils in turbulenter
Rayleigh-Bénard-Konvektion bei hohen Rayleigh-Zahlen

88



thermischen Grenzschichten ein rein molekularer Warmetransport vorliegt, so
kann man mit

-~ -~

AT/2

Qgesamt =% F . und Qg =1 5 (5.11)
t
die Beziehung
N qgesamt ﬁ
u= —0"— = 28 . (5.12)
TwL 204,

herleiten. Unter Heranziehung einer empirischen Korrelation Nu = f(Ra, Pr)
erhilt man daraus mit

D 2 Nu (5.13)

eine Abschéitzung fiir die Dicke der thermischen Grenzschicht in Abhingigkeit
von Rayleigh- und Prandtl-Zahl.

Fiur Fliussigmetalle mit ihren Prandtl-Zahlen Pr < < 1 ist die thermische Grenz-
schicht deutlich dicker als die viskose Grenzschicht. Letztere ist damit fiir die
Festlegung der Wandmaschenweite entscheidend. Ein Kriterium fiir die Abschét-
zung der viskosen Grenzschichtdicke kann mit Hilfe der Reynolds-Analogie abge-
leitet werden. Diese besagt, daf fir ein Fluid mit Prandti-Zahl eins Temperatur-
und Geschwindigkeitsfeld dhnlich sind, und demzufolge auch beide Grenzschich-
ten vergleichbare Dicken aufweisen. Fiir ein solches Fluid liefert Gl. (5.13) damit

sowohl eine Abschitzung fir die thermische als auch die viskose Grenzschicht-
dicke.

Die Idee, auch fur Medien mit Pr = 1 eine Abschatzung fir die Dicke der viskosen
Grenzschicht abzuleiten, beruht darauf, daf} fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion die
charakteristische Kennzahl fur das Geschwindigkeitsfeld die Grashof-Zahl ist
(vergl. Abschnitt 5.4.4). Nimmt man die Grashof-Zahl einer angestrebten Fliis-
sigmetallsimulation Grgpy und berechnet aus einer Nusselt-Zahl-Korrelation fiir
Pr = 1 und Ra = Grgpy die thermische Grenzschichtdicke nach Gl. (5.13), so ist
das Ergebnis gleichzeitig ein Schitzwert fur die Dicke der viskosen Grenzschicht
des Flussigmetallfalles.
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Globe & Dropkin (1959) geben fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion die empirische

Beziehung

0.33 r0'074

Nu = 0.069 - Ra - P (5.14)

mit dem Gultigkeitsbereich

0.02 < Pr <8750

5 8 (5.15)
1.5-10 < Ra < 6.8- 10

an. Diese Korrelation fiihrt zusammen mit der Forderung, daf} die viskose Grenz-
schicht mit mindestens drei Maschen aufgelost werden sollte, auf

~

o)
1 th 13 (5.16)

als Abschitzung fiir die Wandmaschenweite. Diese Beziehung ist fiir Pr = 0.006
und verschiedene Rayleigh-Zahlen in Tabelle 5.4 ausgewertet.

Tab. 5.4: Auswertung des Kriteriums (5.16) fiir die Festlegung
der Wandmaschenweite
Pr Ra Gr = Ra/Pr AX3Wand
0.006 6 000 106 0.024
0.006 12000 2-106 0.019
0.006 24000 4-106 0.015

Die aufgefiihrten Werte kénnen nur als Anhaltswerte dienen. Ob die Wandma-
sche tatsiachlich ausreichend fein ist, ist anhand der Simulationsergebnisse zu ve-
rifizieren. Dies kann mittels des vertikalen Profils des RMS-Wertes der Vertikal-
geschwindigkeit erfolgen. Entwickelt man die Geschwindigkeitskomponenten in
eine Taylor-Reihe nach dem Wandabstand z und setzt diese in die Kontinuitéats-
gleichung ein, so fihrt das fur die Vertikalgeschwindigkeit auf das Ergebnis
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2 3
Uug (20 ~ 27 + 0O(z7). (5.17)
Daraus folgt fiir den Gradienten von u3an der Wand

_ (5.18)
9z lz:O =0

Hieraus kann man wiederum schlief3en, daf} auch der Gradient des RMS-Wertes
der Vertikalgeschwindigkeit an der Wand verschwindet. Findet sich dieser Sach-
verhalt bei der Auswertung der Simulationsergebnisse nicht wieder, wie z.B. bei
Fall NA6H in Abb. 5.5(a), so ist das ein Indiz, daf} die Wandmasche nicht fein ge-
nug ist. Zum Vergleich zeigt Abb. 5.5(b) das entsprechende Profil des RMS-Wertes
von u3 fir den Fall NA6I mit verfeinerter Wandauflésung. Der an der Wand ver-
schwindende Gradient von u3,ms wird nun auch durch die Simulation in der Ten-
denz wiedergegeben.
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Abb.5.5: Wandnahe vertikale Profile des RMS-Wertes der Vertikalgeschwindig-
keit fir Ra = 6 000, Pr = 0.006 und Simulationen mit unterschiedlich
geiner Wandauflosung. (a): Fall NA6H, Axgw = 0.02, (b): Fall NAGI,

x3w = 0.01.
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5.2 Simulationsfithrung und Auswerteverfahren

5.2.1 Simulationsstrategie

Eine Auswertung von Simulationsergebnissen hinsichtlich statistischer Daten
des Strémungsfeldes ist nur sinnvoll, wenn sich ein im statistischen Sinne statio-
ndrer Stromungszustand eingestellt hat. Um beurteilen zu konnen, wann dies der
Fall ist, werden in TURBIT wéhrend der Simulation Zeitsignale verschiedener
charakteristischer Strémungsgroflen aufgezeichnet. So ist in Abb. 5.6 ein typi-
scher Verlauf der kinetischen Energie der Stromung als Funktion der Problemzeit
dargestellt (Ra = 12 000, Pr = 0.006).
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Abb. 5.6: Zeitliche Entwicklung der tiber das ganze Kanalvolumen gemittelten
kinetischen Energie des Stromungsfeldes (Fall NA12C: Ra = 12 000,
Pr = 0.006).

Ausgehend von dem als Anfangsbedingung fiir das Geschwindigkeitsfeld vorgege-
benen Ruhezustand tritt erst bei ¢ = 40 eine merkliche Konvektion ein, die sich in
einem starken Anstieg der kinetischen Energie bemerkbar macht. Nach einem
UberschieBen scheint sich ab etwa ¢t = 160 ein im statistischen Sinne stationares
Geschwindigkeitsfeld eingestellt zu haben. Neben der kinetischen Energie wer-
den wahrend der Simulation auch Zeitsignale der Wandwéarmestréme und des
RMS-Wertes der Temperatur in der Kanalmittelebene aufgezeichnet. Diese erlau-
ben eine Beurteilung des Einlaufvorganges des Temperaturfeldes und zeigen ei-
nen der Abb. 5.6 qualitativ &hnlichen Verlauf.
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Aufgrund der langen Einlaufzeiten sind Simulationen fiir hohere Rayleigh-
Zahlen mit der Anfangsbedingung eines ruhenden Fluides auf ausreichend feinen
Maschennetzen wegen des damit verbundenen enormen Rechenzeitaufwandes
praktisch nicht durchfiihrbar. Um diese Rechenkosten zu vermeiden, wird die lan-
ge Transiente des Einlaufverhaltens stattdessen auf einem relativ groben Ma-
schennetz simuliert. Ist ein quasistationdrer Zustand erreicht, erfolgt unter Bei-
behaltung der Periodenldnge eine Interpolation des Turbulenzfeldes eines Zeit-
punktes auf ein verfeinertes Maschennetz. Nach einer kurzen Transiente wird
auch hier ein quasistationarer Strémungszustand erreicht. Uber eventuelle weite-
re Interpolationen kann schliefllich die Simulation auf einem einer direkten nu-
merischen Simulation dieser Rayleigh-Zahl angemessenen Maschennetz durchge-
fuhrt und anschlieend ausgewertet werden.

Die Auswirkung der Interpolation von Stromungsdaten auf ein verfeinertes Ma-
schennetz verdeutlicht Abb. 5.7, wo fiir Ra = 6 000, Pr = 0.006 Spektren der Tem-
peraturfluktuationen in der Kanalmittelebene wiedergegeben sind. Man erkennt,
daB bei der parabolischen Interpolation langwellige Frequenzanteile unverfialscht
erhalten bleiben, dagegen der Energieinhalt der hochfrequenten, d.h. kleinrdumi-
gen Strukturen, durch die Interpolation deutlich angehoben wird (vergl. Kurve (a)
und (b)). Dieser unphysikalische Energieeintrag ist aber bereits nach nur einer
Problemzeiteinheit wieder herausgedampft, so da3 der hochfrequente Bereich des
Spektrums wieder einen korrekten Abfall zeigt (vergl. Kurve (b) und (c)).

Fir Simulationen, bei denen eine Integration aus dem Ruhezustand nicht notwen-
dig erscheint, weil regelméaBige grordumige Strukturen nicht dominieren, wird
eine andere Vorgehensweise gewéhlt. Hier wird ein aus einer fritheren Simula-
tion fur eine kleinere Rayleigh-Zahl ermitteltes Turbulenzfeld als Ausgangsbasis
fiir die neue Simulation herangezogen (vergl. Abschnitt 4.9.3). Nach Hochsetzen
der Rayleigh-Zahl und Interpolation auf ein der neuen Rayleigh-Zahl angemesse-
nes Maschennetz stellt sich auch hier nach einer relativ kurzen Transiente ein
quasistationdres Turbulenzfeld ein.
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Abb. 5.7: Eindimensionales Energiespektrum der Temperaturfluktuationen in
der Ebene x3 = 0.5 fiir Ra = 6 000, Pr = 0.006. (a): Fall NA6H, Ma-
schennetz 160-160-25, ¢+ = 959.9, (b): Fall NA6I, Maschennetz
200-200-31, t = 959.9 (interpolierte Daten), (c¢): Fall NA6I, Maschen-
netz 200-200-31, ¢t = 960.9.

5.2.2 Auswerteverfahren

In vollturbulenter Rayleigh-Bénard-Konvektion sind bei der statistischen Aus-
wertung zeitabhingiger Stromungsgrofien Variationen der Daten nur in der ver-
tikalen Richtung vorhanden. Ausreichend grole Mittelungszeitraume vorausge-
setzt, sind die statistischen Daten invariant gegen eine Verschiebung des Meffiih-
lers in einer Ebene parallel zu den horizontalen Wanden. Die horizontalen Rich-
tungen sind daher im statistischen Sinne homogen. |

In TURBIT erfolgt die Berechnung statistischer Daten fiir einen Zeitpunkt tiber
die Auswertung von in rdumlichen Ebenen vorliegenden Stromungsvariablen, al-
so z.B. fiir die mittlere Temperatur in der Ebene &:
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(5.19)

Die Auswertung fiir alle Gitterebenen 1 < k < KM fiihrt auf vertikale Profile.
Durch die Beriicksichtigung mehrerer Zeitpunkte (typischerweise 10 bis 40) er-
folgt eine zusétzliche zeitliche Mittelung dieser durch Ebenenmittelung erhalte-
nen vertikalen Profile. Nach der Ergodenhypothese fiihren zeitliche und raumli-
che Mittelungsoperationen auf dquivalente Ergebnisse. Damit sind die auf obi-
gem Weg erhaltenen statistischen Daten direkt mit denjenigen aus der Analyse
experimentell ermittelter Zeitreihen vergleichbar. Eine einfache Abschétzung
(siche Anhang E) fur eine der rdumlichen Mittelung in TURBIT &dquivalente Mef3-
dauer in einem Experiment mit lediglich einem Sensor zeigt, dafl eine Ebenen-
mittelung uber z.B. IM-JM = 250-250 Maschen einer Mefzeit von mehreren Stun-
den entspricht.

Fir die Auswertung von eindimensionalen Energiespektren wird die entspre-
chende Griofie in TURBIT fir festes xg und x3 als ein in xz-Richtung rdumlich peri-
odisches Signal aufgefafit. Die Auswertung fiir eine komplette Ebene x3 = konst.
fihrt damit auf insgesamt JM von der Wellenzahl k; abhangige Spektren. Das
Spektrum fiir die k-Ebene wird dann durch Mittelung tiber diese JM Spektren er-
mittelt. Zusitzlich erfoIgt eine weitere Mittelung tiber die auf diese Weise fiir un-
terschiedliche Zeitpunkte erhaltenen Spektren.

5.2.3 Spezifikation der durchgefiihrten Simulationen

In Tabelle 5.5 sind die wesentlichen Daten der im Rahmen dieser Arbeit durchge-
fuhrten Simulationen von Rayleigh-Bénard-Konvektion in fliissigem Natrium zu-
sammengefafit. Dabei sind auch die nur als numerische Vorstudien durchgefiihr-
ten Simulationen aufgefihrt. Fiir Simulationen, bei denen als AnfangsWert nicht
u = 0, sondern ein auf ein verfeinertes Maschennetz interpoliertes Turbulenzfeld
einer vorangegangenen Simulation vorgegeben wurde, ist der entsprechende Aus-
gangsfall in Tab. 5.5 in der Spalte Anfangswerte angegeben. Zu beachten ist, daf3
in diesen Fillen der Zeitschrittzdhler und die Problemzeit nicht auf null zurick-
gesetzt wurden, sondern die entsprechenden Werte aus der vorangegangenen
Simulation ithernommen wurden. Beginnend mit der Rayleigh-Zahl Ra = 3.000
wurde diese tiber Ra = 6 000, Ra = 12 000 und Ra = 24 000 um jeweils den
Faktor 2 gesteigert. Daruber hinaus wurden auch Rechnungen fir Ra = 50 000
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versucht, doch zeigte die Analyse der Ergebnisse, daf} dieser Turbulenzgrad mit
der derzeit verfiigharen Computerleistung mit einer direkten Simulation - zumin-
dest bei Anforderungen wie sie in Abschnitt 5.1 formuliert wurden - auflerhalb der
praktischen Méglichkeiten liegt. Fir die im folgenden vorgestellten Ergebnisse
fir Rayleigh-Bénard-Konvektion in flissigem Natrium bei Ra = 3 000, 6 000,
12 000 und 24 000 wurden bei der Auswertung die auf dem jeweils feinsten Ma-
schennetz ermittelten numerischen Daten herangezogen. Fur die entsprechenden
Simulationen (es handelt sich um die Fille NA3B, NA6H, NA6I, NA12H und
NA24A) ist in Tab. 5.5 in der letzten Spalte zusétzlich die fur die Rechnung beno-
tigte CPU-Zeit auf dem Vektorrechner VP400 des Kernforschungszentrums
Karlsruhe angegeben.

5.3 Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

Fir Rayleigh-Bénard-Konvektion in flissigem Natrium sind in der Literatur
kaum Experimente verfiighar, die als Vergleichsbasis fiir numerische Ergebnisse
dienen kénnten (vergl. Literaturiberblick in Kapitel 2.2). Aufgrund dieses Man-
gels, insbesondere in dem hier interessierenden unteren Rayleigh-Zahlen-
Bereich, muf3 eine Verifikation auf die in der Arbeit von Kek (1989) aufgefiihrten
wenigen statistischen Daten des Temperaturfeldes sowie der Nusselt-Zahl be-
schrankt bleiben.

Bevor eine Gegeniiberstellung der experimentellen und numerischen Ergebnisse
erfolgt, ist es angebracht, sich Klarheit zu verschaffen uber die grundlegenden
Unterschiede und Defizite in der Abbildung des Rayleigh-Bénard-Problems durch
Experimente und Numerik. Nur so ist eine sinnvolle vergleichende Bewertung
der Ergebnisse moglich.

Die theoretisch unendlich ausgedehnte ebene Fluidschicht des Rayleigh-Bénard-
Problems kann bei der numerischen Simulation mit Hilfe von periodischen Rand-
bedingungen abgebildet werden. Allerdings miissen hierzu - wie bereits in Ab-
schnitt 5.1.1 diskutiert - die Periodenldngen ausreichend grof3 gewéihlt werden,
um tatséchlich alle grofriumigen Strukturen mit der Simulation erfassen zu kén-
nen. Experimente sind naturgemif} nur in endlich groen Behéltern méglich. Im
Gegensatz zu einer numerischen Simulation mit periodischen Randbedingungen
liegt daher im Experiment durch feste vertikale Winde stets ein die Konvektion
behindernder Einflufl vor. Diesen Einflu8 klein zu halten, ist durch ein ausrei-
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chend grofles Verhiltnis von Breite (bzw. Durchmesser) zu Hohe des Behélters si-

cherzustellen.

Eine weitere Diskrepanz zwischen Experiment und Simulation ergibt sich auf-
grund der thermischen Randbedingung der horizontalen Wénde. Im Experiment
von Kek (1989) setzen sich auf rdumliche und zeitliche Konvektionsstrukturen
zuriickzufiihrende Temperaturdifferenzen im Fluid auch in die als Wéande dienen-
den Kupferplatten fort. In der numerischen Simulation werden dagegen vereinfa-
chend perfekt wiarmeleitende Wande betrachtet. Eine realistischere Abbildung
des Experiments wiirde daher die Beriicksichtigung von Wirmeleitungsvorgén-
gen innerhalb der Wande notwendig machen.

Kek (1989) kann aus technischen Griinden Temperaturen nicht direkt an der
Oberflache der Natriumschicht messen. Stattdessen bringt er Temperaturmef-
fiithler in die Kupferplatten ein. Die Oberflachentemperaturen berechnet er dann
unter Annahme einer homogenen Warmestromdichte und Abschitzungen fir die
auftretenden Warmestromverluste. Dabei sind im unteren Rayleigh-Zahlen-
Bereich die Warmestromverluste von gleicher Gré3enordnung wie der konvektive
Wairmetransport selbst. Demgegentiber bereitet die experimentelle Erfassung dy-
namischer Temperatursignale in der Natriumschicht keine vergleichbaren
Schwierigkeiten.

5.3.1 Vergleich von Nusselt-Zahlen

Abb. 5.8 zeigt die experimentellen Ergebnisse von Kek (1989) fiir die Nusselt-Zahl
im unteren Rayleigh-Zahlen-Bereich. Die Messungen wurden in einem zylindri-
schen Behélter von 500 mm Durchmesser und 15.5 mm bzw. 46.5 mm Schichthéhe
durchgefiihrt. Auffallend ist die nur relativ geringe Streuung der Ergebnisse, die
mit dem kleineren Behilter fiir Rayleigh-Zahlen bis etwa Ra = 7 000 erzielt wur-
den. Demgegeniiber sind bei den mit der Schichthéhe h = 46.5 mm gewonnenen
Ergebnissen besonders im Bereich Ra =< 12 000 grofle Streubreiten festzustellen.
Ab Ra > 15 000 nimmt die Systematik der Ergebnisse jedoch auch fiir diese
Schichthéhe deutlich zu.

In TURBIT wird im Verlauf der Simulation der Momentanwert der Nusselt-Zahl
berechnet und in Abhéangigkeit der Problemzeit aufgezeichnet. Diese momentane
Nusselt-Zahl nimmt auch bei einem eingelaufenen Strémungszustand keinen
konstanten Wert an, sondern ist eine um einen Mittelwert schwankende Gréfe.
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Abb.5.8: Gemessene und berechnete Nusselt-Zahlen als Funktion der Ray-

leigh-Zahl. (0,A): Experiment von Kek (1989), (I): Simulations-
ergebnisse von TURBIT.

Diese Schwankungen sind Ausdruck des turbulenten Charakters des Stromungs-
feldes und deuten auf ein Wechselspiel unterschiedlich effektiver Konvektions-
mechanismen hin. Das in den Simulationen fiir die Rayleigh-Zahlen Ra = 3 000,
6 000, 12 000 und 24 000 beobachtete Streuband der Nusselt-Zahl ist zusammen
mit dem entsprechenden Langzeit-Mittelwert in Abb. 5.8 den Ergebnissen von
Kek (1989) gegentibergestellt. Die numerisch ermittelten Nusselt-Zahlen liegen
mit Ausnahme der Simulation mit Re = 12 000 etwas niedriger als die experi-
mentellen Werte. Insbesondere fiir die Rayleigh-Zahl Ra = 24 000 ist die Uber-
einstimmung zwischen Rechnung und Experiment nicht zufriedenstellend. Als
Ursachen fir diese Abweichung kommen auf der numerischen Seite eine fiir die
Rayleigh-Zahl Ra = 24 000 unzureichende rdumliche Auflésung sowie méglicher-
weise eine zu kurze simulierte Problemzeit in Frage. Unsicherheiten der experi-
mentellen Daten liegen in den fur die Ermittlung der Nusselt-Zahlen zu treffen-
den Annahmen - speziell fiir die Warmestromverluste - sowie in moglicherweise
unzureichenden Mittelungszeitrdumen begrindet.
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5.3.2 Vergleich von RMS-Werten von Temperaturfluktuationen

In Abbildung 5.9 sind in doppelt-logarithmischem Maflstab experimentelle und
numerische Ergebnisse fiir den RMS-Wert der Temperaturfluktuationen in der
Mitte der Natriumschicht als Funktion der Rayleigh-Zahl aufgetragen. Die Er-
gebnisse der Simulation fallen fiir alle vier untersuchten Rayleigh-Zahlen in das
von Kek (1989) angegebene Streuband, so daB hier eine sehr gute Ubereinstim-
mung zwischen numerischer Simulation und Experiment festgestellt werden
kann. Aus der abrupten Anderung der Schwankungsamplitude im Bereich Ra =~
3 000 - 4 000 folgert Kek eine Umstrukturierung von einem eher regelméafiigen
Konvektionsmuster zu einem mehr unregelméifligen Stréomungsverhalten. Die nu-
merischen Ergebnisse bei Ra = 3 000 und Ra = 6 000 liefern dagegen keinen
Hinweis auf eine derart abrupte Anderung des RMS-Wertes der Temperaturfluk-
tuationen.
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Abb.5.9: RMS-Werte der Temperaturfluktuationen in der Mitte der Natrium-
schicht als Funktion der Rayleigh-Zahl (nach Kek (1989)). (0,A): ex-
perimentelle Daten von Kek, (® ): Ergebnisse von TURBIT.
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5.4 Statistische Analyse der Simulationsergebnisse

5.4.1 Ergebnisse zum Temperaturfeld

In Abb. 5.10 ist fiir alle untersuchten Rayleigh-Zahlen das vertikale Profil der
mittleren Temperatur dargestellt. Fiir Ra = 3 000 und Ra = 6 000 ist kaum eine
Abweichung von dem linearen Temperaturprofil ersichtlich, das dem reinen War-
meleitungszustand entspricht. Fir Ra = 12 000 und Ra = 24 000 ist ein geringer
konvektiver Beitrag zum Warmetransport festzustellen. Allerdings wird auch
hier das Temperaturfeld mit seinen sich tber die jeweils halbe Schichthéhe er-
streckenden Grenzschichten noch eindeutig durch molekulare Warmeleitungsvor-
ginge dominiert. Die Tendenz zur Ausbildung einer isothermen Kernstréomung
und dinnen Temperaturgrenzschichten (vergl. Abb. 4.10 fur die Simulation mit
Luft) ist jedoch mit wachsender Rayleigh-Zahl deutlich zu erkennen.

Bei den in Abschnitt 4.9.3 vorgestellten Ergebnissen fiir Rayleigh-Bénard-
Konvektion in Luft treten die groBten Temperaturschwankungen am Rande der
thermischen Grenzschichten auf. In flissigem Natrium erstrecken sich bei den
hier untersuchten kleinen Rayleigh-Zahlen die thermischen Grenzschichten tiber
die gesamte Schichthohe, so daB die groSten Temperaturfluktuationen in der Mit-
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Abb. 5.10: Vertikale Profile der mittleren Temperatur fiir Natrium bei unter-
schiedlicher Rayleigh-Zahl. (0): Ra = 3 000, (A): Ra = 6 000,
(+): Ra = 12 000, (X): Ra = 24 000.
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te der Natriumschicht zu erwarten sind. Dies bestétigt Abb. 5.11, in der fur die
vier Rayleigh-Zahlen jeweils das vertikale Profil des RMS-Wertes der Tempera-
turfluktuationen dargestellt ist. Die Amplitude der Temperaturfluktuationen
nimmt in Abb. 5.11 mit ansteigender Rayleigh-Zahl deutlich zu. Fur die Rayleigh-
Zahl Ra = 24 000 ist der Maximalwert von Ty, Uber der Schichthéhe mit etwa
17% der Wandtemperaturdifferenz sogar etwas grofler als in der Simulation von
Luft bei Ra = 630 000, wo etwa 15% von ATw erreicht werden. Ein qualitativ
und quantitativ ganz dhnliches Profil fir T),,s wie fir Natrium bei Ra = 24 000
findet Grotzbach (1982) fir Luft bei Ra = 4 000. Weitere Simulationen fir Luft
bei Ra = 7 000, Ra = 87 300 und Ra = 381 000 verdeutlichen schrittweise den
Ubergang zu einem Profil, wie es in Abb. 4.11 fiir Luft bei Ra = 630 000 gefunden
wird. Diese Ergebnisse lassen vermuten, daf sich auch in Natrium - bei héheren
Rayleigh-Zahlen als in dieser Arbeit realisiert - ein Typs-Profil einstellen wird,
das durch zwei Maxima in Wandnéhe und ein niedrigeres Niveau in Kanalmitte

gekennzeichnet ist.
0d
S
@ Rg= 3000
T 4 Rg= 6000
rms *+ Ra=12000
X
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Abb.5.11: Vertikale Profile des RMS-Wertes der Temperaturfluktuationen
fir Natrium.(0): Ra = 3000, (A): Ra = 6 000, (+): Ra = 12 000,
(X): Ra = 24 000.
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Zur weiteren Charakterisierung turbulenter Schwankungsgréf3en kénnen Vertei-
lungsmomente 3. und 4. Ordnung betrachtet werden. Das mit der 3. Potenz der
Standardabweichung normierte 3. Moment wird als Schiefe ("skewness”) bezeich-
net. Die Schiefe Sg berechnet sich nach

3
¢’

Sgb = :2';/'; (520)
(&)

und charakterisiert die Asymmetrie der Verteilungsfunktion von ¢. Die Schiefe
einer symmetrischen Verteilung, wie z.B. der Gaulschen Normalverteilung, ist
null. Abb. 5.12 gibt eine Vorstellung von der Wahrscheinlichkeitsdichte und dem
typischen Verlauf eines Signals mit positiver Schiefe. Das vertikale Profil der
Schiefe des Temperaturfeldes fir Natrium und Ra = 24 000 ist in Abb. 5.13 dar-
gestellt. Der positive Wert der Schiefe im oberen Bereich des Kanals deutet auf
hiufige, mit kleiner Amplitude auftretende negative Temperaturabweichungen
hin. Positive Temperaturschwankungen erreichen dagegen wesentlich groflere
Amplitudenwerte. Eine entsprechende SchluBifolgerung kann anhand der negati-
ven Schiefe im unteren Kanalbereich fiir den Charakter der dort auftretenden
Temperaturschwankungen gezogen werden. Die Mechanismen, die fur die beob-
achtete Schiefe der Temperaturfluktuationen verantwortlich sind, werden in Ab-
schnitt 5.4.2 diskutiert. Im Experiment kommt Kek (1989) bei der Auswertung
der Schiefe dynamischer Temperatursignale nicht zu eindeutigen Aussagen. Die
Ursache hierfiir kénnte ein unzureichender Mittelungszeitraum sein. Erfahrun-
gen bei der Auswertung numerischer Daten zeigen nidmlich, daf} mit zunehmen-

Abb.5.12: Signal und Wahrscheinlichkeitsdichte einer Funktion mit positiver
Schiefe (nach Tennekes & Lumley (1972)).
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der Ordnung des Momentes auch eine grofiere Anzahl von Stichproben (d.h. hier
von Zeitebenen) notig ist, um zu befriedigenden Resultaten zu gelangen. Dieser
Sachverhalt liefert auch die Erkldrung, warum beim Profil der Schiefe in Abb.
5.13 und bei Profilen verschiedener Korrelationen héherer Ordnung, die in Kapi-
tel 5.6 ausgewertet werden, geringe Asymmetrien vorliegen.
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Abb.5.13: Vertikales Profil der Schiefe der Temperaturfluktuationen fir
Natrium, Ra = 24 000.

Als Flachheit ("flatness” oder "kurtosis”) einer Haufigkeitsverteilung bezeichnet
man das mit der 4. Potenz der Standardabweichung normierte 4. Moment

ng = —. (5.21)

Einen typischen Verlauf von Signalen mit unterschiedlicher Flachheit zeigt Abb.
5.14. Die Flachheit der Gauf3schen Normalverteilung hat den Wert 3, die eines de-
terministischen Sinussignals den Wert 1.5. Das vertikale Profil der Flachheit der
Temperaturschwankungen ist in Abb. 5.15 fiir die Rayleigh-Zahl Ra = 24 000
wiedergegeben. Es ist nur eine schwache Variation uber der Kanalhéhe mit leich-
tem Anstieg der Flachheit hin zu den Wanden festzustellen. Der kleine Wert der
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Flachheit 148t darauf schlieflen, dafl das Temperaturfeld ﬁberwiegend durch har-
monische Schwankungsanteile dominiert ist.

N o~
%

A
"

kurtosis

=

Abb. 5.14: Signal und Wahrscheinlichkeitsdichte von Funktionen mit kleiner
und grofler Flachheit (nach Tennekes & Lumley (1972)).
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Abb.5.15: Vertikales Profil der Flachheit der Temperaturfluktuationen fiir
Natrium, Ra = 24 000.
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54.2 Ergebnisse zum Geschwindigkeitsfeld

Im Gegensatz zum Temperaturfeld, bei dem sich die thermische Grenzschicht
uber die gesamte Kanalhohe erstreckt, ist die Grenzschicht des Geschwindig-
keitsfeldes bei den durchgefiihrten Simulationen auf die unmittelbare Wandnéhe
beschriankt. Dies belegt Abb. 5.16, in der fiir alle betrachteten Rayleigh-Zahlen
die vertikalen Profile der kinetischen Turbulenzenergie aufgetragen sind. Erwar-
tungsgemal ist mit wachsender Rayleigh-Zahl eine Abnahme der viskosen Grenz-
schichtdicke festzustellen. Dartber hinaus erfolgt mit wachsender Rayleigh-Zahl
eine deutliche Zunahme der Turbulenzenergie. Mit weiter steigender Rayleigh-
Zahl ist aber aufgrund der in TURBIT verwendeten Normierung zu erwarten, daf}
die Turbulenzenergie nach einem Ubergangsbereich nahezu unabhingig von der
Rayleigh-Zahl wird [Grétzbach (1982)].

Bei der weiteren Analyse statistischer Daten des Geschwindigkeitsfeldes be-
schrianken wir uns auf die Rayleigh-Zahl Ra = 24 000. Das Profil des RMS-Wertes
der Vertikalgeschwindigkeit in Abb. 5.17 zeigt den typischen Verlauf mit dem
Maximum in Kanalmitte, wie es von der Luft-Simulation her bekannt ist (vergl.
Abb. 4.12). Qualitativ sehr dhnlich zu dem Ergebnis bei Luft ist auch das Profil
des RMS-Wertes der Horizontalgeschwindigkeit in xz7-Richtung mit den beiden
Maxima am Rande der viskosen Grenzschichten. Wahrend im Luftfall die RMS-
Profile beider Horizontalgeschwindigkeitskomponenten dhnlich sind, ist dies
nach Abb. 5.17 bei Natrium nicht der Fall. Die deutlich geringere Fluktuations-
energie in xg-Richtung ist ein Indiz fiir das Vorhandensein einer Vorzugsrichtung
im Stromungsfeld. Die weitere Analyse in Kap. 5.5 zeigt, daB dquivalent zu den
Bandstrukturen im Temperaturfeld bei der Rayleigh-Zahl Ra = 6 000 (vergl.
Abb. 5.1) im Geschwindigkeitsfeld groraumige Rollenstrukturen existieren. De-
ren Orientierung in xg-Richtung im vorliegenden Fall erkliart die schwécheren
Fluktuationen in dieser Richtung und die deutlich stirkeren Fluktuation senk-
recht zu den Rollen.

Abb. 5.18 zeigt die Schiefe der drei Geschwindigkeitskomponenten als Funktion
der vertikalen Koordinate. Die Schiefe der beiden Horizontalgeschwindigkeits-
komponenten ist iber der gesamten Kanalhéhe nahezu null, was auf eine symme-
trische Wahrscheinlichkeitsverteilung schliefen 148t. Demgegentber findet man
fur die Vertikalgeschwindigkeit eine grofie negative Schiefe innerhalb der visko-
sen Grenzschicht nahe der unteren Wand und eine positive nahe der oberen
Wand. Damit zeigen sich hier fir Natrium bei der Schiefe der Vertikalgeschwin-
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Abb.5.16: Vertikale Profile der kinetischen Turbulenzenergie fiir Natrium.
(@): Ra = 3000, (A): Ra = 6000,(+): Ra = 12000, (X): Ra = 24 000.
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Abb. 5.18:

Abb. 5.19:
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digkeit dieselben Charakteristika, wie sie von Moeng & Rotunno (1990) in ihrer
direkten Simulation von Rayleigh-Bénard-Konvektion bei Ra = 380 000 und
Pr = 1 gefunden wurden. Die Flachheit der drei Geschwindigkeitskomponenten,
dargestellt in Abb. 5.19, weicht in Kanalmitte kaum von der einer GauBlvertei-
lung ab. In Wandnéhe ist bei den Horizontalgeschwindigkeiten ein schwacher und
bei der Vertikalgeschwindigkeit ein sehr starker Anstieg der Flachheit festzustel-
len.

Aus der Analyse der Schiefe und Flachheit des Geschwindigkeits- und Tempera-
turfeldes ergibt sich ein klares Bild tiber den Charakter der Fluktuationen und
die die Grenzschichten dominierenden physikalischen Vorgénge. Zum einen sind
die nur mit kleinen Amplituden auftretenden positiven Vertikalgeschwindigkei-
ten und Abweichungen von der mittleren Temperatur nahe der unteren Wand
wohl auf durch die Rayleigh-Taylor-Instabilitit bedingte Ablésevorgiange zurtick-
zufiihren. Das sich zunédchst nur sehr langsam in Bewegung setzende Fluid wird
durch Auf- bzw. Abtriebskrafte zunehmend beschleunigt und dringt aufgrund sei-
ner Tragheit mit hoher kinetischer Energie in die Grenzschicht nahe der gegen-
uberliegenden Wand ein. Hier wird das Fluid abgebremst, horizontal umverteilt
und steigt dann langsam und grofiflachig ab. Ganz entsprechendes gilt fiir die
Vorgéinge an der oberen Wand. Es sind also Ablésevorgédnge an den gegentiberlie-
genden Winden, die letztlich fiir die groBen positiven bzw. negativen Vertikalge-
schwindigkeiten an der oberen bzw. unteren Wand und damit fiir deren extreme
Schiefen in den viskosen Grenzschichten verantwortlich sind.
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54.3 Eindimensionale Energiespektren

Ein wichtiges Analysehilfsmittel zur Beurteilung der Giite der raumlichen Aufls-
sung der Simulation stellen die eindimensionalen Enei'giespektren der turbulen-
ten Fluktuationen dar (vergl. Abschnitt 5.1.2). In Abb. 5.20 sind fiir die vier be-
trachteten Rayleigh-Zahlen die Energiespektren der x;-Geschwindigkeitskom-
ponente in Kanalmitte in doppelt-logarithmischem Mafistab gegeniibergestellt.
Der Energieinhalt der groBraumigen Wirbel (kleine Wellenzahlen k7) nimmt mit
Anhebung der Rayleigh-Zahl von Ra = 3 000 auf Ra = 6 000 deutlich zu, wih-
rend bei einer weiteren Erh6hung auf Ra = 12 000 und Ra = 24 000 nur noch ein
unwesentlicher Anstieg festzustellen ist. Im hochfrequenten Wellenzahlenbereich
fihrt der wachsende Turbulenzgrad zu einer Anhebung des Energieniveaus der
kleinskaligen Wirbel. Es erfolgt eine Verschiebung des dissipativen Bereichs des
Spektrums zu immer kleineren Wellenldngen und damit eine kontinuierliche
Aufweitung des energietragenden Wellenzahlenbereichs. Da bei der direkten nu-
merischen Simulation die immer kleineren Wirbel mit dem Maschennetz aufge-
l6st werden miissen, werden zunehmend feinere Gitter benétigt. Ihre Realisierung
mubf} letztlich an bestehenden Rechnerresourcen scheitern. Der Abfall des Spek-
trums mit lediglich der dritten Potenz der Wellenzahl bei der Rayleigh-Zahl Ra
= 24 000 ist ein Anzeichen, dafl damit eine Grenze fiir den mit der derzeitigen
Rechnerleistung mit der direkten Simulationsmethode realisierbaren Turbulenz-
grad absehbar ist.

Der Ordinatenmalfistab in Abb. 5.2_0 wurde so gewdhlt, daf} ein direkter Vergleich
mit den Energiespektren der Temperaturfluktuationen moéglich ist. Diese sind in
Abb. 5.21 wiedergegeben. Auffallend ist der bereits bei relativ groflen Wellenldn-
gen einsetzende sehr starke Abfall des Spektrums. Im Gegensatz zum Geschwin-
digkeitsfeld, dessen breitbandiges Spektrum auf deutlich turbulente Signale
schlieflen 14Bt, ist das Temperaturfeld offensichtlich gepragt durch niederfrequen-
te Fluktuationsanteile. Das Fehlen kurzwelliger Schwankungen im Temperatur-
feld ist auf die hohe Warmeleitfihigkeit der Flissigmetalle zurickzufithren.
Durch die Dominanz der molekularen Diffusion werden im Temperaturfeld klein-
raumige Stérungen sofort weggeddmpft bzw. deren Ausbildung tiberhaupt verhin-
dert.
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Abb.5.20: Eindimensionale Energiespektren der u;-Geschwindigkeitskompo-
nente in Kanalmitte fiir Natrium. (0): Ra = 3 000, (0): Ra = 6 000,
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Abb.5.21: Eindimensionale Energiespektren der Temperaturfluktuationen
in Kanalmitte fiir Natrium. (2): Ra = 3 000, (0): Ra = 6 000, (A):
Ra =12000,(+): Ra = 24 000.
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5.4.4 Grashof-Analogie des Geschwindigkeitsfeldes

Auf ein interessantes Ergebnis fiihrt die Gegentiberstellung von Spektren der Ge-
schwindigkeitsfluktuationen fiir die Simulation in Luft mit Ra = 630 000 und in
Natrium mit Ra = 6 000. Abb. 5.22 zeigt fiir beide Simulationen Spektren der u ;-
Geschwindigkeitskomponente in der Horizontalebene x3 = 0.5. Auffallend ist die
gute Ubereinstimmung beider Spektren im oberen Wellenzahlenbereich. Trotz
der unterschiedlichen Groflenordnung von Rayleigh- und Prandtl-Zahl treten bei
beiden Simulationen bei kleinen Skalen im Geschwindigkeitsfeld offensichtlich
ganz dhnliche Strukturen auf. Die Erklarung fiir diesen Sachverhalt liefert die di-
mensionslose Form der Impulsgleichung (3.4). In dieser Gleichung tritt als einzige
Kennzahl im Vorfaktor des viskosen Terms die Grashof-Zahl auf. Diese legt damit
gewissermafen die Gewichtung des Reibungsterms gegeniiber Tragheits-, Druck-
und Auftriebsterm fest und bestimmt so, ab welcher WirbelgréBe Reibungseffekte
dominant werden. Fiir Simulationen mit dhnlicher Grashof-Zahl bedeutet dies,
daB die Dissipation der kinetischen Energie bei dhnlichen Wirbelgréien erfolgt
und demzufolge auch die Spektren von Geschwindigkeitsfluktuationen in solchen
Simulationen im dissipativen Bereich eine starke Ahnlichkeit aufweisen. Fir die
beiden betrachteten Simulationen von Luft und Natrium ist die Grashof-Zahl mit
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Abb.5.22: Eindimensionale Energiespektren der u;-Geschwindigkeitskom-
ponente in Kanalmitte. (2): Luft, Ra = 630 OOO Gr = 887 324;
(+): Natrium, Ra = 6 000, Gr = 106.
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Grrupe = 887 324 und GrNatrium = 1 000 000 in der Tat vergleichbar. Abb. 5.22
zeigt aber auch, daB sich die Skalierung des Geschwindigkeitsfeldes mit der
Grashof-Zahl auf die kleinen Skalen beschriankt. Unterschiede in den Spektren im
tieffrequenten Wellenzahlenbereich sind auf die deutlich unterschiedlichen Tem-
peraturfelder in Luft und Natrium zuriickzufiihren. Besonders in Natrium préagt
das langwellige Temperaturfeld iiber die Auftriebskrifte dem Geschwindigkeits-
feld entsprechend grofiraumige Strukturen auf.

5.4.5 Zeitsignale

Die aus den bisherigen statistischen Analysen abgeleiteten Aussagen iber das
Geschwindigkeits- und Temperaturfeld werden durch Abb. 5.23 ergénzt. Hier sind
fir Natrium fir die Rayleigh-Zahl Ra = 6 000 (Fall NA6H) Zeitsignale der Verti-
kalgeschwindigkeit und der Temperatur an einer festen Position in der Kanalmit-
te wiedergegeben. Die simulierten ca. 800 dimensionslosen Zeiteinheiten entspre-
chen im Experiment von Kek (1989) einem realen Zeitraum von ca. 8 (Schichtho-
he 15,5 mm) bzw. ca. 72 Minuten (Schichthéhe 46,5 mm). Deutlich zu erkennen
ist, dafl das Geschwindigkeitsfeld im Gegensatz zu dem durch niederfrequente
Schwankungen dominierten Temperaturfeld auch weitaus héherfrequente Si-
gnalanteile aufweist.

Die Zeitsignale in Abb. 5.23 lassen auf eine starke Korrelation zwischen Verti-
kalgeschwindigkeit und Temperatur schlieflen. Besonders deutlich wird diese
Korrelation, wenn man die unabhéngige Variable Zeit eliminiert und stattdessen
die Vertikalgeschwindigkeit tiber der Temperatur auftriagt. Diese Darstellungs-
form vermittelt einen anschaulichen Eindruck von der gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsdichte der aufgetragenen Groflen. Spannt man, wie in Abb. 5.24 ge-
schehen, durch die beiden Mittelwerte 3 (x3 = 0.5) = 0 und F(x3 = 0.5) = 0.5ein
Achsenkreuz auf, so ergeben sich vier Quadranten. Zwei vollstdndig positiv bzw.
negativ korrelierte Signale werden durch die Winkelhalbierende des 1./3. bzw.
2./4. Quadranten reprasentiert. In Abb. 5.24 treten Ereignisse mit hoher Wahr-
scheinlichkeit im 1. oder 3. Quadranten auf. Dies bedeutet, dafl eine positi-
ve/negative Vertikalgeschwindigkeit fast ausnahmslos mit einer positi-
ven/negativen Abweichung von der mittleren Temperatur gekoppelt ist. Die ge-
ringe Streuung um die Winkelhalbierende des 1./3. Quadranten deutet auf einen
ausgesprochen hohen Korrelationskoeffizienten hin. Dieser erreicht in der Kanal-
mitte in der Tat einen Wert von 0.92.
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In einer der Abb. 5.24 entsprechenden Darstellungsweise veranschaulicht Abb.
5.25 die Korrelation zwischen Vertikalgeschwindigkeit und Temperatur fiir eine
Position in unmittelbarer Ndhe der unteren Wand (x3 = 0.01). Die starke Asym-
metrie beziiglich dem aus den Mittelwerten z3 (x3 = 0.01) = 0 und -T:(x3 = 0.01)
= 0.99 aufgespannten Achsenkreuz spiegelt anschaulich die negative Schiefe der
Geschwindigkeits- und Temperaturfluktuationen nahe der unteren Wand wider
(vergl. Abschnitt 5.4.1 und 5.4.2). Héufige, aber nur mit kleiner Amplitude auftre-
tende positive Abweichungen von den Mittelwerten stehen selteneren, aber von
der Amplitude her grofleren negativen Fluktuationen gegentuber. Ins Auge sprin-
gen besonders die beiden durch Pfeile markierten Ereignisse. Sie lassen sich so in-
terpretieren, daf} ein von der oberen Wand abgeloster Fluidballen mit einem ge-
geniiber der Umgebung niedrigeren Temperaturniveau mit hoher negativer Ver-
tikalgeschwindigkeit in die viskose Grenzschicht an der unteren Wand eindringt.
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Abb. 5.24:

Abb. 5.25:

'x3=0.5
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u3

Plot der Vertikalgeschwindigkeit ug (¢) iber der Temperatur T (¢)

fur eine Masche in der Ebene x3 = 0.5 fur Natrium, Ra = 6 000.
Die Hilfslinien reprisentieren die Mittelwerteug = 0 und T = 0.5 in
der Ebene x3 = 0.5.
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Plot der Vertikalgeschwindigkeit u3 (¢) iber der Temperatur T (z)

fir eine Masche in der Ebene x3 = 0.01 fiur Natrium, Ra = 6 000.

Die Hilfslinien reprasentieren die Mittelwerte ug = O und T = 0.99
in der Ebene x3 = 0.01.
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5.5 Phianomenologische Analyse

Die bis hier mit statistischen Analysemethoden abgeleiteten Aussagen zu den
Strukturen und Mechanismen der Konvektion werden im folgenden durch Analy-
sen momentaner Temperatur- und Geschwindigkeitsfelder untermauert und er-
ginzt.

5.5.1 Strukturen der Konvektion

Die sich bei Uberschreiten der kritischen Rayleigh-Zahl einstellende stationére
Konvektionsform ist charakterisiert durch zweidimensionale Rollen der Wellen-
linge A = 2. Mit wachsender Rayleigh-Zahl wird die Stromung zunehmend anfil-
liger gegen Instabilitdten, und es stellen sich zeitabhédngige dreidimensionale
Konvektionsformen ein. Experimente zeigen, daf} dies in Fliissigmetallen bereits
bei relativ kleinen Rayleigh-Zahlen der Fall ist (vergl. Kapitel 2.2). Dieser Sach-
verhalt spiegelt sich auch in den numerischen Ergebnissen fiir Natrium wider,
siehe Abb. 5.26. Hier sind fiir die vier untersuchten Rayleigh-Zahlen Isolinien mo-
mentaner Temperaturfelder in der Ebene x3 = 0.5 dargestellt. Abb. 5.26(a) zeigt
fiir die Rayleigh Zahl Ra = 3 000 ein weitgehend zweidimensionales nur schwach
gestortes Temperaturfeld. Mit wachsender Rayleigh-Zahl sind zunehmend grofie-
re Temperaturschwankungen zu beobachten, und der Charakter des Temperatur-
feldes wird insgesamt dreidimensionaler, Abb. 5.26(b - d). In allen Féllen weist
das Temperaturfeld jedoch eine eindeutige Vorzugsrichtung auf. Keinerlei Vor-
zugsrichtung ist dagegen in Abb. 5.27 auszumacheri, wo zum Vergleich das Tem-
peraturfeld der Simulation von Rayleigh-Bénard-Konvektion in Luft mit Ra =
630 000 in der Ebene x3 = 0.5 dargestellt ist.

Deutlich wird der ganz unterschiedliche Charakter des Temperaturfeldes in Na-
trium und Luft auch in der Analyse von Vertikalschnitten, siehe Abb. 5.28. In Na-
trium sind fir Ra = 3 000 und Ra = 6 000 die Abweichungen vom linearen Tem-
peraturprofil des Warmeleitungszustandes wegen der hohen Wirmeleitfahigkeit
der Flussigmetalle nur sehr gering, Abb. 5.28 (a, b). Erst fiir Ra = 12 000 und Ra
= 24 000 sind etwas groflere Auslenkungen der Isolinien zu beobachten, Abb. 5.28
(c, d). Im Gegensatz hierzu ist das Temperaturfeld in Luft geprigt durch diinne
Grenzschichten und eine weitgehend isotherme Kernstrémung, Abb. 5.28(e). Auf-
triebsfahnen, die sich aufgrund von Rayleigh-Taylor-Instabilitdten in Wandnahe
ausbilden, erstrecken sich oftmals tiber die gesamte Kanalhéhe.
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x3 = 0.5 fir Natrium. (a): Ra = 3 000, ¢t = 855.24; (b): Ra = 6 000,
t = 960.39; (c): Ra = 12 000, ¢ = 429.5;(d): Ra = 24 000, ¢t = 466.7.
&
Abb. 5.27: Isolinien des Temperaturfeldes (Inkrement: 0.1) in der Ebene x3 =

0.5 fir Luft, Ra = 630 000, t = 166.45.
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(a) Natrium, Ra = 3000
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(d) Natrium, Ra = 24000
W «
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Abb. 5.28:

)

3.17 4.75 6.34 7.92

Isolinien des Temperaturfeldes (Inkrement: 0.1) fiir Natrium,

(a) - (d), und Luft (e). Die Zeitpunkte entsprechen denen in

Abb. 5.26 bzw. 5.27. (a): Ra = 3 000, Ebene x; = 4; (b): Ra = 6 000,
Ebene x2 = 4;(c): Ra = 12 000, Ebene x2 = 4; (d): Ra = 24 000, -
Ebene x2 = 4; (e): Ra = 630 000, Ebene x7 = 4.

119



Einen ersten Eindruck tber die Strukturen im Geschwindigkeitsfeld in Natrium
vermitteln die Isolinien der Vertikalgeschwindigkeit in einer Horizontalebene
nahe der Kanalmitte in Abb. 5.29. Fur die verschiedenen Rayleigh-Zahlen wird
dabei jeweils derselbe Zeitpunkt betrachtet wie bei der Analyse des Temperatur-
feldes in Abb. 5.26. Fir die Rayleigh-Zahl Ra = 3 000 fallt in Abb. 5.29(a) die
Ahnlichkeit der grofraumigen zweidimensional ausgerichteten Strukturen der
Vertikalgeschwindigkeit zu denen im Temperturfeld auf (vergl. Abb. 5.26(a)).
Dies gilt auch noch fur Ra = 6 000, vergl. Abb. 5.29(b) und 5.26(b). Mit Erh6hung
der Rayleigh-Zahl auf Ra = 12 000 und Ra = 24 000 16st sich die Vorzugsrichtung
im Geschwindigkeitsfeld zunehmend auf und es treten immer kleinrdumigere
Strukturen in Erscheinung, Abb. 5.29(c, d).

Zum Vergleich mit den Ergebnissen fur Natrium sind in Abb. 5.30 Isolinien der
Vertikalgeschwindigkeit in der Ebene x3 = 0.516 fiir die Simulation in Luft mit
Ra = 630 000 dargestellt. Auffallend ist die starke Ahnlichkeit der kleinskaligen
Strukturen in dieser Simulation und der fiir Natrium mit Ra = 6 000, vergl. Abb.
5.30 und 5.29(b). Diese Beobachtung bestétigt anschaulich das bereits in Kapitel
5.4.4 aus dem Vergleich eindimensionaler Energiespektren erhaltene Ergebnis,
dafl im Geschwindigkeitsfeld bei kleinrdumigen Wirbeln eine Skalierung mit der
Grashof-Zahl vorliegt.

Eine anschaulichere Vorstellung von den Strémungsvorgidngen in Rayleigh-
Bénard-Konvektion in Natrium und Luft vermitteln die Vektordarstellungen
des Geschwindigkeitsfeldes in Abb. 5.31. In Natrium bei der Rayleigh-Zahl Ra =
3 000 ist das Geééhwindigkeitsfeld gekennzeichnet durch sechs in etwa ellipsen-
formige Wirbel, Abb. 5.31(a). Benachbarte Wirbel rotieren gegensinnig und sind
mit ihren langen Halbachsen leicht gegeneinander geneigt. Bei Ra = 6 000 hat
sich der geordnete Wirbelpaarzustand - insbesondere in der linken Hélfte der be-
trachteten Schnittebene - weitgehend aufgel6st, Abb. 5.31(b). Auffallend ist ein
Wirbel, der wesentlich h6here Geschwindigkeiten erkennen 148t, als sie im tibri-
gen Kanal fiir diesen Zeitpunkt zu finden sind. Neben diesem und anderen gro8-
raumigen Wirbeln, deren Durchmesser etwa der Kanalh6he entspricht, finden
sich bei Ra = 6 000 auch Wirbel kleinerer Abmessung. Auch fiir die Rayleigh-
Zahl Ra = 12 000 wird das Geschwindigkeitsfeld von Wirbeln dominiert, deren
Durchmesser nahezu der Schichthéhe entspricht, Abb. 5.31(c). Fir Ra = 24 000
ist dies dagegen nur noch mit Einschrankung der Fall, Abb. 5.31(d). Hier findet
man in weiten Bereichen - ebenso wie in der Simulation von Luft, Abb. 5.31(e) -
ein kleinskaliges, stark verwirbeltes und ungeordnetes Geschwindigkeitsfeld.
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" Abb. 5.29:

Abb. 5.30:

Isolinien der Vertikalgeschwindigkeit (Inkrement: 0.2) in Ebenen
x3 = konst. nahe der Kanalmitte fir Natrium (Zeitpunkte wie in
Abb. 5.26). (a): Ra = 3 000, x3 = 0.52; (b): Ra = 6 000, x3 = 0.52;
(¢): Ra = 12000, x3 = 0.516;(d): Ra = 24 000, x3 = 0.516.

Isolinien der Vertikalgeschwindigkeit (Inkrement: 0.2) in Ebene
x3 = 0.516 fur Luft, Ra = 630 000. (Zeitpunkt wie in Abb. 5.27).
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Abb.5.31: Vektordarstellungen des Geschwindigkeitsfeldes in vertikalen
Schnittebenen fiir Natrium (a) - (d), und Luft (e). Die Zeitpunkte
entsprechen denen in Abb. 5.26 bzw. 5.27. (a): Ra = 3 000,
Ebene x1 = 4; (b): Ra = 6 000, Ebene x2 = 2; (c): Ra = 12 000,
Ebene x2 = 4.8; (d): Ra = 24 000, Ebene x2 = 4; (e): Ra = 630 000,
Ebene x; = 2.
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Nachfolgend soll das Geschwindigkeitsfeld fir Natrium bei Ra = 3 000 mit dem
in Abb. 5.31(a) erkennbaren geordneten Wirbelpaarzustand naher untersucht
werden. Ein vergréflerter Ausschnitt in Abb. 5.32 14t Einzelheiten des Stro-
mungsfeldes besser erkennen. Es wird deutlich, dafy die Wirbel nicht in sich ge-
schlossen sind, sondern verschiedentlich ein Austausch von Fluid zwischen be-
nachbarten Wirbeln erfolgt. Bei x2 = 2.7 und x2 = 5 sind an der unteren Wand
und bei x2 = 1.3 und x2 = 3.9 an der oberen Wand Staupunkte zu erkennen. An
den diesen Staupunkten gegem‘iberliegenden Wandbereichen finden sich Zonen
relativer Ruhe. Hier bilden sich schwache, durch die groflen Wirbel getriebene
Sekundirwirbel aus. Diese sind besonders nahe der oberen Wand bei xo = 2.5 und
x2 = 5 gut zu erkennen.
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Abb.5.32: Vektordarstellung des Geschwindigkeitsfeldes in der Ebene x; = 4
fir Natrium, Ra = 3 000 (Ausschnitt von Abb. 5.31(a)).

Das Geschwindigkeitsfeld in Abb. 5.32 mit den bei dieser Konvektionsart in der
Literatur bisher nicht bekannten Sekundarwirbeln legt die Vermutung nahe, daf
es sich bei der beobachteten Stromungsform um die von anderen theoretischen
und experimentellen Untersuchungen fir Flissigmetalle vorhergesagten Trag-
heits- bzw. Schwungradkonvektion handeln kénnte. Um dies nidher zu untersu-
chen, werden momentane lokale Geschwindigkeitsprofile betrachtet. Abb. 5.33(a)
zeigt zur Verdeutlichung nochmals das Vektorfeld nach Abb. 5.31(a) und die Li-
nien, fiir die Geschwindigkeitsprofile ausgewertet werden. Das Profil der Verti-
kalgeschwindigkeit in xg-Richtung fiir die Position x; = 4, x3 = 0.48 ist in Abb.
5.33(b) dargestellt. Danach existiert im Kern aller sechs Wirbel ein Bereich, in -
dem eine lineare Abhingigkeit der Vertikalgeschwindigkeit vom Abstand zum
~ Wirbelzentrum gegeben ist. Ein ganz entsprechendes Ergebnis ergibt sich nach
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Abb. 5.33(c) fir das vertikale Profil der Geschwindigkeitskomponente in xg-
Richtung an der Position x; = 4, x2 = 1.875. Damit handelt es sich bei dem be-
trachteten Wirbel (und auch bei den tibrigen Wirbeln, in Abb. 5.33(a)) um Starr-
koérperwirbel. Der Bereich, in dem das Fluid wie ein Starrkérper rotiert, ist bei
den verschiedenen Wirbeln unterschiedlich ausgepréagt, betriagt aber typischer-
weise 25 bis 50 Prozent der Schichthéhe. Eine entsprechende Analyse lokaler Ge-
schwindigkeitsprofile fir die Rayleigh-Zahl Ra = 6 000 und die Schnittebene
nach Abb. 5.31(b) ergibt, daB dort lediglich ein Starrkoérperwirbel mit Zentrum
bei x7 = 3.8 vorliegt. Fiir die Rayleigh-Zahlen Ra = 12 000 und Ra = 24 000 sind
in Abb. 5.31(c) und 5.31(d) bereits von der rein visuellen Analyse her keine Starr-
kérperwirbel auszumachen.

Zur weiteren Aufkliarung der rdumlichen Strukturen der Konvektion werden
nachfolgend dreidimensionale Analysemethoden herangezogen [siehe auch Grotz-
bach & Woérner (1993)]. Dazu wird die interaktive Visualisierungssoftware AVS
(Advanced Visualization System) verwendet, die neben zahlreichen anderen Op-
tionen die Darstellung einer Variablen als raumliche Isofldche erlaubt. Zuséatzlich
kann als Farbcode auf diese Isofliche eine weitere Variable aufgetragen werden.
Abb. 5.34(a) zeigt fiir Natrium und die Rayleigh-Zahl Ra = 3 000 die Isofldche
einer kleinen positiven Vertikalgeschwindigkeit mit der Temperatur als Farb-
information. Die Isoflichen trennen damit die Bereiche mit positiver Vertikal-
geschwindigkeit (innerhalb der Fliche) von denen mit negativem u3. Um das Ver-
stdndnis von Abb. 5.34(a) zu erleichtern, sind in der Vektordarstellung des Ge-
schwindigkeitsfeldes in der Ebene x; = 4 in Abb. 5.34(b) die Bereiche mit positi-
vem und negativem u3 durch durchgezogene Linien getrennt. Demnach charakte-
risieren die seitlichen Begrenzungen der groliraumigen zweidimensionalen Struk-
turen in Abb. 5.34(a) den rdumlichen Verlauf der Achsen der einzelnen Starrkér-
perwirbel. Die durch die Starrkérperwirbel angetriebenen Sekundédrwirbel du-
Bern sich nahe der oberen Wand in diinnen schlauchférmigen Isofldachen, die in ei-
nen Bereich mit sonst negativer Vertikalgeschwindigkeit eingebettet sind. Ent-
sprechend haben die um eine halbe Wellenlinge versetzten Sekundédrwirbel nahe
der unteren Wand in der in Abb. 5.34(a) gewihlten Darstellungsweise Aussparun-
gen der dortigen Isoflichen zur Folge. In der viskosen Grenzschicht der unteren
Wand sind vereinzelt Speichenstrukturen zu erkennen. Hier steigt Fluid mit klei-
ner Geschwindigkeit aus der Grenzschicht auf. Entsprechende Strukturen in der
viskosen Grenzschicht der oberen Wand, also langsam absteigendes Fluid, dulern
sich in der Isoflache in Abb. 5.34(a) in senkrecht zur Vorzugsrichtung verlaufen-
den schmalen Aussparungen. '
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Eine dquivalente Visualisierung der Simulationsergebnisse fiir Natrium und die
Rayleigh-Zahl Ra = 12 000 in Abb. 5.35 verdeutlicht, dafl das Geschwindigkeits-
feld auch bei dieser Rayleigh-Zahl eine Vorzugsrichtung besitzt und ebenfalls
durch grofirdumige Rollenstrukturen dominiert ist. Allerdings sind die Rollen ge-
geniiber der Simulation mit Ra = 3 000 wesentlich starker verformt. Ebenso hat
die Anzahl der Speichen in den viskosen Grenzschichten zugenommen. Der héhe-
re Turbulenzgrad &ufllert sich aber nicht allein in dem mehr dreidimensionalen
Charakter des Geschwindigkeitsfeldes, sondern auch durch das Auftreten wesent-
lich kleinerer Strukturen. Die noch in weiten Bereichen von Abb. 5.35 vorzufin-
denden Sekundérrollen lassen vermuten, dafl auch bei der Rayleigh-Zahl Ra =
12 000 die Tragheitskonvektion noch von gewisser Bedeutung ist. Betrachtet man
die entsprechende Visualisierung des Stromungsfeldes fur Natrium und die
Rayleigh-Zahl Ra = 24 000, so stellt man fest, dafl sich der Charakter des Ge-
schwindigkeitsfeldes gegentiber der Simulation mit Re = 12 000 nicht grundle-
gend gedndert hat. Auch wenn die starkere Gliederung der Isofldche auf das Auf-
treten kleinerer Wirbel schlieflen 148t, ist das Geschwindigkeitsfeld auch bei Ra
= 24 000 offensichtlich in weiten Bereichen durch groBraumige Rollenstrukturen
gepréagt.

Die ganz unterschiedlichen Lingenmafstibe, die im Geschwindigkeits- und Tem-
peraturfeld in Flissigmetallen anzutreffen sind, veranschaulicht Abb. 5.37. Hier
ist fir Ra = 12 000 auf der Isofliche zum Temperaturwert T = 0.75 als Farbcode
die Vertikalgeschwindigkeit aufgetragen. Wihrend das Temperaturfeld aus-
schlieBlich durch langwellige Fluktuationsanteile kleiner Amplitude geprégt ist,
weist das Geschwindigkeitsfeld wesentlich kleinskaligere Strukturen auf. Deut-
lich zu erkennen sind die nur im Bereich der viskosen Grenzschicht zu beobach-
tenden Querspeichen. Sie stellen in einem sonst durch Abwéartsbewegung domi-
nierten Bereich relativ schmale Zonen dar, in denen Fluid von der unteren Wand
ablost und aufsteigt.
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Abb. 5.35: Isoflidche der Vertikalgeschwindigkeit fiir den Wert ug = 0.05 mit
der Temperatur als Farbinformation (rot: T = 1, blau: T=0) fur
Natrium, Ra = 12 000, ¢ = 429.5.

Abb. 5.36: Isofléche der Vertikalgeschwindigkeit fiir den Wert u3 = 0.05 mit
der Temperatur als Farbinformation (rot: T = 1, blau: T=0) fir
Natrium, Ra = 24 000, ¢t = 478.7.
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Abb. 5.37: Isofliche der Temperatur fir den Wert T = 0.75 mit der Vertikal-
geschwindigkeit als Farbinformation (rot: aufwérts, blau: abwarts)
fir Natrium, Ra = 12 000, ¢ = 429.5.

0

Abb.5.38: Isofliche der Temperatur fiir den Wert 7' = 0.75 mit der Vertikal-
geschwindigkeit als Farbinformation (rot: aufwérts, blau: abwérts)
fur Luft, Ra = 630 000, t = 169.55.
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Abb. 5.38 zeigt die Isofliche zum Temperaturwert T = 0.75 mit der Vertikalge-
schwindigkeit als Farbcode fiir die Simulation von Luft. Da das Temperaturfeld in
Luft im Gegensatz zu den Natriumfallen den typischen Grenzschichtcharakter be-
sitzt, ist der Abstand der Isofldche zur unteren Wand im Mittel nur sehr gering.
Die Abbildung 148t erkennen, dafl grofiraumige Gebiete existieren, in denen die
Vertikalgeschwindigkeit nahezu null ist. Diese Gebiete werden durchzogen von
zahlreichen diinnen ”"Graten” oder Speichen mit langsam aufsteigendem Fluid.
Diese Speichen stellen eine Verbindung zwischen verschiedenen Zentren oder
”Knoten” dar, die durch eine Ansammlung von Auftriebsfahnen mit hoher Verti-
kalgeschwindigkeit gekennzeichnet sind.

Das beschriebene Konvektionsmuster mit diinnen Speichen und Knotenstruktu-
ren in Wandnéhe ist aus verschiedenen direkten numerischen Simulationen tur-
bulenter .Rayleigh-Bénard-Konvektion - allerdings bei niedrigeren Rayleigh-
Zahlen - bekannt. Im einzelnen wurden sie von Moeng & Rotunno (1990) fiir Pr =
1, Ra = 381 000 und von Grétzbach (1990a) und Christie & Domaradzki (1993) fir
Luft bei Ra = 381 000 bzw. Ra = 250 000 gefunden. Fiir Fliussigmetalle wird das
Auftreten ganz dhnlicher Speichenstrukturen dagegen erstmals vorhergesagt.
Experimentell nachgewiesen wurden derartige Speichenstrukturen bisher nur fir
Wasser (Pr = 7) und Silikonél (Pr = 200) und Rayleigh-Zahlen in der Gré3enord-
nung Ra = 107 [Kawara et al. (1990)]. Die Visualisierung dieser Strukturen er-
folgte dabei mit Hilfe von Fliussigkristallen, die vom Fluid mittransportiert wer-
den und in Abhéngigkeit der Temperatur ihre Farbe dndern.

5.5.2 Mechanismen der Konvektion

Bis hier wurden Analysen der Simulationsergebnisse fiir die verschiedenen
Rayleigh-Zahlen jeweils nur anhand eines typischen Zeitpunktes durchgefiihrt.
Nachfolgend werden zur Aufkldrung der dynamischen Vorgéinge sowie der Me-
chanismen der Konvektion fur verschiedene Rayleigh-Zahlen aufeinanderfolgen-
de Zeitpunkte betrachtet und Filme von Simulationsergebnissen diskutiert [siehe
auch Grétzbach & Woérner (1993)].

In Abb. 5.39 ist fiir Natrium und die Rayleigh-Zahl Ra = 6 000 (Fall NA6H) fir
vier verschiedene Zeitpunkte in bekannter Darstellungsweise das Temperaturfeld
inder Ebene x3 = 0.5 und das Geschwindigkeitsfeld in der Ebene x2 = 4 wieder-
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Abb. 5.39: Isofliche des Temperaturfeldes (Inkrement: 0.05) fiir die Ebene
x3 = 0.5 und Vektordarstellung des Geschwindigkeitsfeldes fiir die
Ebene xg = 4 fiir Natrium, Ra = 6 000 (Fall NA6H) und verschie-
dene Zeitpunkte. (a): t = 859.3,(b): t = 873.5,(c):t = 888.1,(d): ¢t =
902.3. Das Intervall zwischen den einzelnen Zeitpunkten entspricht
im Experiment von Kek (1989) mit den Schichthéhen A = 15.5 mm
und A = 46.5 mm ca. 9 s bzw. ca. 80 s Realzeit.
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gegeben. Zum Zeitpunkt ¢t = 859.3 (Abb. 5.39(a)) findet man in der linken Kanal-
hilfte ein relativ ungeordnetes Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld. Das Tem-
peraturfeld in der rechten Kanalhilfte zum selben Zeitpunkt ist dagegen relativ
geordnet und das Geschwindigkeitsfeld 146t zwei Starrkérperwirbelpaare erken-
nen. Uber die entsprechende Darstellung der Simulationsergebnisse fiir die Zeit-
punkte t = 873.5 und ¢ = 888.1 (Abb. 5.39(b, ¢)) wird im Temperaturfeld die zu-
nehmende Ordnungsbildung in der bisher ungeordneten linken Kanalhilfte sicht-
bar. Zum Zeitpunkt ¢t = 902.3 (Abb. 5.39(d)) schlieBlich haben sich die Verhiltnis-
se gegentiber dem ersten der betrachteten Zeitpunkte umgekehrt. Ein im wesent-
lichen zweidimensionales Temperaturfeld und Starrkérperwirbel hoher kineti-
scher Energie findet man jetzt in der linken Kanalhilfte. Ein stark dreidimensio-
nales Temperaturfeld und nur relativ kleine Geschwindigkeiten sind jetzt in der
rechten Hilfte des Kanals zu beobachten. Die diskutierten Ergebnisse lassen auf
einen engen Zusammenhang zwischen der Tragheitskonvektion und dem Charak-
ter des Temperaturfeldes schliefen. Dieser ist offensichtlich derart, daB sich
Starrkérperwirbel nur in Bereichen ausbilden, in denen das Temperaturfeld weit-
gehend zweidimensional ist und nur geringe dreidimensionale Stérungen auf-
weist.

(a) t = 478.7 (b) t = 490.7
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Abb. 5.40: Isolinien des Temperaturfeldes (Inkrement: 0.1) in der Ebene x3 =
0.5 fir Natrium, Ra = 24 000 (a): t = 478.7, (b): t = 490.7. Die Zeit-
differenz zwischen beiden Zeitpunkten entspricht im Experiment von
Kek (1989) mit der Schichthéhe 2 = 46.5 mm ca. 47 s.
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Abb. 5.41; Nusselt-Zahl an unterer und oberer Wand als Funktion der Problem-
zeit fiir Natrium, Ra = 24 000. Die senkrechten Linien kennzeich-
- nen die Zeitpunkte aus Abb. 5.26(d) und Abb. 5.40.

Ahnliche, langsam ablaufende, aperiodische Verinderungen im Temperaturfeld,
wie sie Abb. 5.39 zeigt, sind auch in der Simulation fiir die Rayleigh-Zahl Ra =
24 000 zu beobachten. Dies belegt Abb. 5.40, wo fur zwei unterschiedliche Zeit-
punkte Isolinien des Temperaturfeldes in der Kanalmittelebene x3 = 0.5 wieder-
gegeben sind. Das Temperaturfeld zum Zeitpunkt ¢t = 478.7 (Abb. 5.40(a)) 143t
zwar eine Vorzugsrichtung erkennen, ist aber insgesamt deutlich dreidimensio-
nal. Zum Zeitpunkt ¢ = 490.7 hat sich dagegen in weiten Bereichen ein im wesent-
lichen zweidimensionales Temperaturfeld entwickelt.

Abb. 5.41 zeigt fur diese Simulation den Verlauf der Nusselt-Zahl an der unteren
und oberen Wand als Funktion der Problemzeit. Die senkrechten Linien markie-
ren die Zeitpunkte, fiir die in Abb. 5.26(d) und Abb. 5.40(a, b) Isolinien des Tempe-
raturfeldes in der Ebene x3 = 0.5 analysiert wurden. Demnach hat der Charakter
‘des Temperaturfeldes einen wesentlichen Einflufl auf die Effektivitdt der konvek-
tiven Warmetbertragung. Zweidimensionale Konvektionsformen scheinen dabei
die Nusselt-Zahl zu maximieren. Dasselbe trifft auf die in der Stromung gespei-
cherte kinetische Energie zu, die hier nicht dargestellt ist, aber qualitativ einen
dhnlichen Verlauf wie die Nusselt-Zahlen in Abb. 5.41 hat. Die Maximierung des
Warmetransportes durch zweidimensionale Konvektionsmuster ist vom Ver-
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_ gleich zwei- und dreidimensionaler numerischer Simulationen her bekannt
[Grotzbach (1982), Clever & Busse (1987)]. Physikalisch ist dieser Sachverhalt
durchaus plausibel, da im zweidimensionalen Fall keine kinetische Energie in die
Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Rollenachse - die nicht direkt zum
Wirmetransport beitriagt, sondern nur das zweidimensionale Konvektionsmuster
stéren wiirde - gesteckt werden kann.

Ein weitergehendes Verstdndnis der dynamischen Vorgidnge in turbulenter
Rayleigh-Bénard-Konvektion wird durch die Verfilmung der zeitabhéngigen Si-
mulationsergebnisse erreicht. Dabei werden zwei unterschiedliche Wege beschrit-
ten. Die Visualisierung einer beliebigen Variablen als farbig ausgefiillte Kontur-
liniendarstellung in einer beliebigen Schnittebene erfolgt mit Hilfe der DISSPLA-
Software, die von perspektivisch dargestellten rdumlichen Isoflichen mit Hilfe
von AVS. Die Verfilmung von Simulationsergebnissen beschrinkt sich auf die
Rayleigh-Zahl Ra = 12 000 fiur Natrium sowie auf die Simulation fir Luft mit
Ra = 630 000.

Fir die Natrium-Simulation mit Ra = 12 000 wurden insgesamt 92 Zeitpunkte
beriicksichtigt. Dies entspricht bei 5-fach-Belichtung und 24 Bilder pro Sekunde
einer Filmdauer von ca. 19 s pro Sequenz. In Bezug auf das Experiment von Kek
(1989) mit der Schichthéhe h = 46.5 mm entspricht die verfilmte Problemzeit ca.
95 s, so dafB} der Film die realen Verhiltnisse in diesem Experiment mit dem Zeit-
rafferfaktor finf wiedergibt. Nachfolgend werden Ergebmsse der Verfilmung an-
hand der einzelnen Sequenzen erlidutert.

Die Verfilmung des Temperaturfeldes in der Horizontalebene x3 = 0.5 bestétigt
zum einen die schon von der Analyse eines einzelnen Zeitpunktes in Abb. 5.26(c)
her bekannte Dominanz grofiraumiger Strukturen. Zum anderen zeigt sie, daf
im Temperaturfeld auch bei der zeitlichen Entwicklung niedrige Frequenzen
vorherrschen (vergl. Abschnitt 5.4.5). So laufen zeitliche Verdnderungen der
das Temperaturfeld dominierenden groBraumigen Bandstrukturen seéhr lang-
sam ab. In Entsprechung zu den in Abb. 5.39 fir Ra = 6 000 und Abb. 5.40 fir
Ra = 24 000 gefundenen Vorgéingen zeigt die Verfilmung der Ergebnisse fiir Ra
= 12 000 Veranderungen der Bandstrukturen in Form von seitlichen Auslenkun-
gen der einzelnen Béinder, der Ausbildung von ”"Briicken” zwischen benachbarten
Bindern und die neuerliche zweidimensionale Ausrichtung des Temperaturfeldes
in zuvor stark gestoérten Bereichen. In der Verfilmung des Temperaturfeldes in ei-
ner senkrecht zur Vorzugsrichtung orientierten Vertikalebene bei xo = 2.56 du-
. Bern sich die oben diskutierten Vorgénge in einer horizontalen Verschiebung der
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nach oben bzw. unten ausgelenkten Isolinien (vergl. Abb. 5.28(c)) sowie in einer
Abschwichung bzw. Verstirkung der Auslenkung der Isolinien.

Eine weitere Sequenz zeigt die zeitliche Entwicklung des Feldes der kinetischen
Turbulenzenergie fiir die Vertikalebene x2 = 2.56 und den Bereich 0 < x; < 4.
Die Szene verdeutlicht den turbulenten Charakter der Stromung und belegt, daf3
dynamische Vorgidnge im Geschwindigkeitsfeld in Natrium wesentlich rascher
ablaufen als im Temperaturfeld. Zu verschiedenen Zeitpunkten lassen sich Struk-
turen erkennen, die auf die Tragheitskonvektion hindeuten. So zeigt Abb. 5.42 in
der rechten Bildhilfte zwei Wirbel, deren Durchmesser nahezu der Schichthohe
entspricht und deren kinetische Energie vom Wert null im Wirbelzentrum radial
bis auf einen Maximalwert ansteigt. Solche Strukturen, die sich als Starrkoérper-
wirbel interpretieren lassen, sind allerdings nur sehr kurzzeitig existent.

Die zeitliche Entwicklung der Vertikalgeschwindigkeit in einer Horizontalebene
mit etwa 20 % Abstand von der unteren Wand ist Gegenstand einer weiteren Sze-
ne. Eine Vorstellung von den zu beobachtenden grofiraumigen Bandstrukturen
und den diese verbindenden Speichen vermittelt Abb. 5.43. Die Filmszene 1403t er-
kennen, daf} zeitliche Verdnderungen des Grundmusters nur langsam und mit der
Zeitskala des Temperaturfeldes ablaufen. Wesentlich rascher erfolgen dagegen
die Ausbildung, Translation und Auflésung der Speichen. Diesen Sachverhalt be-
statigt auch die Verfilmung der Isoflache der Vertikalgeschwindigkeit nach Abb.
5.35. In dieser Szene wird dariuber hinaus deutlich, dafl die diinnen schlaucharti-
gen Isoflichen nahe der oberen Wand, die die Sekundirwirbel kennzeichnen, lo-
kal nur sehr kurzzeitig existieren.

Bei der Visualisierung der Simulationsergebnisse fiir Rayleigh-Bénard-Konvek-
tion in Luft mit Ra = 630 000 wurden 72 aufeinanderfolgende Zeitpunkte bertick-
sichtigt. Fir jeden Zeitpunkt wurden dabei mit der Visualisierungssoftware AVS
je drei verschiedene Szenen berechnet. Die Filmdauer je Szene ist ca. 15 s. Das
verfilmte Zeitintervall entpricht im Experiment von Deardorff & Willis (1967)
ebenfalls ca. 15 s, so daf} der Film praktisch in Realzeit eine Vorstellung von den
in diesem Experiment ablaufenden dynamischen Vorgingen vermittelt. Bei den
Szenen handelt es sich um dreidimensionale Darstellungen von Isoflichen, in
denen sehr feine rdumliche Strukturen auftreten. Um diese Strukturen mit dem
Videoband auflésen zu kénnen, wurde in den Szenen jeweils nur ein Viertel des
Kanals (0 = x72 = 4, 0 = x3 < 1) bertucksichtigt. Die erste Szene zeigt den
Schnitt durch das Temperaturfeld in einer Horizontalebene mit 4.25% Abstand
von der unteren Wand. In dieser Darstellung zeichnen sich deutlich die Knoten
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Abb. 5.42: Kinetische Turbulenzenergie in der Ebene x2 = 2.56 und dem
Bereich 0< x;< 4 fiir Natrium, Ra = 12 000.
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Vertikalgeschwindigkeit in der Ebene xg3 = 0.196 fiir Natrium,

Abb. 5.43:
Ra =12 000.
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und die diese verbindenden Speichen ab, Abb. 5.44. Die Position der einzelnen
Knoten bleibt in dem betrachteten relativ kurzen Zeitintervall nahezu unverén-
dert. Ob iiber einen lingeren Zeitraum gesehen eine raumliche Verlagerung die-
ser Konvektionszentren stattfindet, kann anhand der vorliegenden Ergebnisse
nicht beurteilt werden. Die Dynamik der Speichenstrukturen kommt in der Szene
sehr gut zum Ausdruck. Wie schon in der Visualisierung der Natriumsimulation
zu beobachten war, bewegen sich auch in Luft die Speichen zu den Knoten hin. Es
ergibt sich der Eindruck, da8 sie von diesen angezogen und aufgesogen werden.

Weiteren Aufschlufl iiber die dynamischen Vorgéinge in Rayleigh-Bénard-Kon-
vektion von Luft gibt die Visualisierung einer Szene entsprechend Abb. 5.38, in
der die Isofliche zum Temperaturwert T = 0.75 und die Vertikalgeschwindigkeit
als Farbcode dargestellt sind. Die Filmsequenz zeigt, dafl das Zeitverhalten der
Isofliache in grofBeren wandnahen Bereichen geprégt ist durch Ereignisse, die ein
relativ grofiflichiges "Anpressen” der Isoflache an die untere Wand zur Folge ha-
ben. Diese Ausdiinnung der Grenzschicht ist offensichtlich auf kaltes Fluid zu-
riuckzufithren, das sich von der oberen Wand ablést, auf seinem Weg durch den
Kanal beschleunigt wird und schliefllich mit hoher kinetischer Energie in die
Grenzschicht der unteren Wand eindringt. Hier wird das Fluid umgelenkt und es
treten hohe Horizontalgeschwindigkeiten entlang der Wand auf. Diese bringen ei-
nen intensiven Wiarmeitibergang mit sich. Trifft die durch einen solchen Einschlag
hervorgerufene "Wellenfront” des sich vom Einschlagszentrum radial ausbreiten-
den Fluides auf die Wellenfront eines anderen Einschlages, so treten dort auf en-
gen Bereichen entgegengesetzt gerichtete Horizontalgeschwindigkeiten auf. We-
gen der Ndhe zur unteren Wand ist nur ein vertikal nach oben gerichtetes Umlen-
ken der aufeinander zulaufenden Fluidfronten moglich. So entstehen diinne lang-
gezogene Bereiche, in denen Fluid aus der Grenzschicht aufsteigt. Da sich dieses
aufsteigende Fluid gegentiber der Umgebung auf h6herem Temperaturniveau be-
findet, machen sich diese Strukturen in der Isofliche zum Temperaturwert T
=0.75 als diinne langgezogene Grate und in einem Horizontalschnitt durch das
Temperaturfeld als Speichenmuster bemerkbar. Der Film zeigt, dafl einmal ent-
standene Speichen tiber einen gewissen Zeitraum bestehen bleiben, aber durch die
fortwahrenden Einschlige kilteren Fluids einem andauernden Verformungs- und
Translationsprozefl unterliegen. Verschiedentlich kann beobachtet werden, wie
benachbarte Speichen aufeinander zulaufen (bzw. aufeinander zugetrieben wer-
den) und sich zu einer einzigen Speiche vereinigen. Speichen, die zu den Knoten
hingetrieben bzw. durch den Sog des hier aufsteigenden Fluids angezogen werden,
bilden ihrerseits Auftriebsfahnen aus, die den Knoten am Leben erhalten.
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Abb. 5.44: Temperaturfeld in den Ebenen x; = 7.92,x2 = 7.92und x3 = 0.0425
fur Luft, Ra = 630 000.

Abb.5.45: Isofliche der Temperatur fiir den Wert T = 0.5 mit der Vertikal-
geschwindigkeit als Farbinformation fiir Luft, Ra = 630 000. Die
Abbildung gibt nur ein Viertel des Kanals wieder.

138




Keine wesentlichen neuen Einblicke, aber eine andere Sichtweite der oben disku-
tierten Vorgénge liefert die Verfilmung der Temperatur-Isofliche T' = 0.5 mit der
Vertikalgeschwindigkeit als Farbinformation analog zu Abb. 5.45. Die Szene be-
legt, daB sowohl nahe der unteren als auch der oberen Wand relativ grofrdumige
Gebiete mit dem Temperaturwert T = 0.5 existieren. Besonders deutlich hervor
treten in dieser Darstellungsweise Vorgéinge, die sich beim Eindringen einer Auf-
triebsfahne in die obere Grenzschicht abspielen. Hier ist ein regelrechtes “Auf-
quellen” und Auseinanderlaufen der Isoflache zu beobachten. Benachbarte Ein-
schldge duBern sich in grofiraumigen “Kissen”, die durch tiefe Spalten, in denen
kaltes Fluid nach unten dringt, getrennt sind. Diese Spalten sind das Aquivalent
zu den in der Szene mit T = 0.75 beobachteten Graten bzw. Speichen in der unte-
ren Grenzschicht.

Die diskutierten Ergebnisse verdeutlichen, da in turbulenter Rayleigh-Bénard-
Konvektion in Luft makroskopische Vorgdnge nicht mit einem einzigen Mecha-
nismus, wie z.B. der Rayleigh-Taylor-Instabilitit erklirt werden kénnen, sondern
daB sie nur aus der Wechselwirkung und gegenseitigen Beeinflussung der ther-
misch instabilen Grenzschichten an unterer und oberer Wand zu verstehen sind.

5.5.3 Diskussion der Ergebnisse zur Trigheitskonvektion

In diesem Abschnitt werden die in 5.5.1 und 5.5.2 vorgestellten Ergebnisse zur
Tragheitskonvektion zunichst zusammenfassend diskutiert. Daran anschlieflend
erfolgt eine Bewertung dieser Ergebnisse in Bezug auf die in der Literatur zu die-
sem Thema existierenden Arbeiten.

Die Analyse der Simulationsergebnisse fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion in Na-
trium hat gezeigt, dafl die vorherrschende Konvektionsform bei der Rayleigh-Zahl
Ra = 3000 die Tragheitskonvektion ist. Die dabei ablaufenden fluiddynamischen
Vorginge und die auftretenden Strukturen sind in Abb. 5.46 skizziert. Die Kon-
vektion ist gepragt durch groBraumige, weitgehend zweidimensionale Wirbel, de-
ren Durchmesser nahezu der Kanalhéhe entspricht. Die Form der einzelnen Wir-
bel ist leicht elliptisch. Benachbarte Wirbel rotieren gegensinnig und sind mit ih-
ren langen Halbachsen leicht gegeneinander geneigt. Im Zentrum der einzelnen
Wirbel existiert ein Bereich, in dem in radialer Richtung ein linearer Anstieg der
Umfangsgeschwindigkeit vorliegt. Der Durchmesser dieses Bereiches, in dem das
Fluid wie ein Starrkérper rotiert, liegt typischerweise bei ca. 50% der Schichthé-
he. Durch die leichte Neigung der Halbachsen benachbarter Wirbel entstehen in
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Wandnihe zwischen diesen abwechselnd Bereiche, in denen eine Staupunktstro-
mung vorliegt, sowie Bereiche relativer Ruhe. In letzteren bilden sich durch die
Starrkérperwirbel getriebene jeweils gegensinnig rotierende Sekundarwirbelpaa-
re aus. Deren Durchmesser und Geschwindigkeit ist im Vergleich zu den Starr-
- kérperwirbeln etwa eine Groflenordnung kleiner. Die Bereiche mit Staupunkt-
stromung und Sekundéarwirbeln sind an unterer und oberer Wand jeweils um eine
halbe Wellenliange versetzt. Die Tragheitskonvektion ist hinsichtlich der Warme-
ibertragung besonders effektiv, da durch die grofiraumigen Wirbel direkt warmes
(kaltes) Fuid von der unteren zur oberen Wand (bzw. umgekehrt) transportiert
wird.

Die zeitabhingige Analyse der Ergebnisse fiir die Rayleigh-Zahl Ra = 6 000 in
Abb. 5.39 und die Verfilmung der Daten fiir Ra = 12 000 haben gezeigt, dafl auch
in diesen Simulationen verschiedentlich Starrkérperwirbel zu beobachten sind.
Die Tragheitskonvektion tritt dabei jedoch nur lokal und auch nur tber einen be-
grenzten, kurzen Zeitraum auf. Die Ausbildung von Starrkérperwirbeln ist dabei
gekoppelt an Bereiche, in denen sich ein nur schwach gestértes, nahezu zweidi-
mensionales Temperaturfeld eingestellt hat. Das Temperaturfeld selbst ist in den
Simulationen fiir Ra = 6 000, Ra = 12 000 und auch Ra = 24 000 langsam ablau-
fenden aperiodischen Verdnderungen unterworfen. So werden Bereiche mit einem
im wesentlichen zweidimensionalen Temperaturfeld zunehmend dreidimensional.
Andererseits ist in Bereichen mit stark dreidimensionalem Temperaturfeld eine
Ordnungsbildung hin zu zweidimensionalen Bandstrukturen zu beobachten.
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Abb.5.46: Schematische Darstellung der Wirbelstrukturen und der Geschwin-
digkeitsprofile bei der Tragheitskonvektion fiir Natrium, Ra = 3 000.
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Im folgenden soll versucht werden, den offensichtlichen Zusammenhang zwischen
der Triagheitskonvektion und dem Charakter des Temperaturfeldes in den Simu-
lationen fiir Ra = 6 000 und Ra = 12 000 zu erkliren. Hierzu betrachten wir zu-
nichst die dimensionslosen Grundgleichungen (3.3 - 3.5). Diese spiegeln wider,
welche physikalischen Vorgidnge das Geschwindigkeits- und das Temperaturfeld
bestimmen. Sowohl in der Impuls- als auch in der Energiegleichung tritt mit dem
Vorfaktor des Diffusionsterm 1/V Gr bzw. 1/(PrV Gr) nur ein “auBerer Parameter”
auf. Dieser entscheidet damit fiir die jeweilige Erhaltungsgleichung, wie stark der
diffusive Term gegeniiber den tibrigen Termen der Erhaltungsgleichung - insbe-
sondere gegeniiber dem nichtlinearen Term - gewichtet wird. Bei den hier durch-
gefiihrten Simulationen von Rayleigh-Bénard-Konvektion in flissigem Natrium
ist 1/V'Gr von der GréBenordnung 10-3. Der Vorfaktor 1/(PrV'Gr) ist um Pr-1, also
mit Pr = 0.006 um ca. den Faktor 167 gréfler. Molekulare Wéarmeleitungsvorgén-
ge sind damit fiir das Temperaturfeld von ungleich gréflerer Bedeutung als es die
viskose Reibung fiir das Geschwindigkeitsfeld ist. Dies bedeutet andererseits, dal
der nichtlineare konvektive Term in der Energiegleichung fiir die Ausbildung des
Temperaturfeldes nur eine wesentlich geringere Rolle spielt, als es im Vergleich
dazu bei dem nichtlinearen Trigheitsterm in der Impulsgleichung fiir das Ge-
schwindigkeitsfeld der Fall ist. Experimente zeigen, dafi dann, wenn im Impuls-
und Temperaturfeld molekulare Vorgénge dominieren - wie es z.B. direkt nach
Uberschreiten der kritischen Rayleigh-Zahl der Fall ist - sich zweidimensionale
Losungsformen einstellen (vergl. Abb. 2.2). Mit wachsender Rayleigh-Zahl treten
zunehmend gréflere Geschwindigkeiten auf. Damit gewinnen die nichtlinearen
Terme verstdrkt an Bedeutung, bis schlieflich zweidimensionale Lésungsformen
nicht mehr stabil sind und sich dreidimensionale zeitabhingige Konvektionsfor-
men einstellen. Die wachsende Bedeutung der nichtlinearen Terme ist es auch,
die schlieBlich den Ubergang zu turbulenter Konvektion bewirkt.

Fir den betrachteten Fall der Rayleigh-Bénard-Konvektion in einem Fluid sehr
kleiner Prandtl-Zahl ist aufgrund der ganz unterschiedlichen relativen Bedeu-
tung der nichtlinearen Terme in der Impuls- und der Energiegleichung zu erwar-
ten, dafl ein Parameterbereich fiir die Grashof-Zahl existiert, in dem im Tempera-
turfeld noch molekulare Vorginge dominieren - und das demzufolge einen im we-
sentlichen zweidimensionalen Charakter zeigt - in dem aber andererseits der
nichtlineare Tragheitsterm in der Impulsgleichung bereits so dominant ist, da$
zweidimensionale Losungen im Impulsfeld nicht mehr stabil sind und sich demzu-
folge ein stark dreidimensionales Geschwindigkeitsfeld einstellt. Dabei ist zu be-
riicksichtigen, daB Temperaturfeld und Geschwindigkeitsfeld iiber den konvekti-

141



ven Term der Energiegleichung und den Auftriebsterm in der Impulsgleichung
miteinander gekoppelt sind und sich demzufolge wechselseitig beeinflussen. Wie
die Analyse von Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld in Abschnitt 5.5.1 und
5.5.2 zeigt, fallen die durchgefiihrten Simulationen offensichtlich in diesen Be-
reich der Grashof-Zahl. Das Auftreten der Triagheitskonvektion - die ja nach der
Theorie eine zweidimensionale stationdre Konvektionsform darstellt - in drei-
dimensionaler zeitabhangiger Konvektion kann daher nur uber die ganz unter-
schiedliche relative Bedeutung der nichtlinearen Terme in der Energie- und Im-
pulsgleichung sowie tber die Wechselwirkung von Temperatur- und Geschwin-
digkeitsfeld verstanden werden.

Zur Erliauterung soll folgendes Gedankenexperiment dienen. Ausgangspunkt ist
ein raumlicher Bereich mit einem dreidimensionalen Geschwindigkeitsfeld mit
nur relativ geringer kinetischer Energie. Fiir diesen Bereich spielt dann in der
Energiegleichung der konvektive Term kaum eine Rolle. Vielmehr wird diese
durch molekulare Warmeleitungsvorgénge dominiert, so daf} sich hier ein im we-
sentlichen zweidimensionales Temperaturfeld ausbilden wird. Das Temperatur-
feld wirkt nun tber den Auftriebsterm auf das Geschwindigkeitsfeld zuriick und
priagt diesem ebenfalls eine Vorzugsrichtung auf. Der zweidimensionale Charak-
ter von Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld wird durch die wechselseitige
Kopplung weiter verstarkt. Dies sind die Bedingungen, unter denen sich die Trég-
heitskonvektion in Form grofiriumiger zweidimensionaler Wirbelwalzen ausbil-
den kann. Wesentlich ist nun, dafl im Starrkérperbereich dieser Wirbel wegen der
besonderen Geschwindigkeitsverteilung keine Dissipation kinetischer Energie in
Wirme erfolgt. Es treten daher zunehmend héhere Geschwindigkeiten auf, die ih-
rerseits einen verstirkten konvektiven Wirmetransport mit sich bringen. Die
grofleren Geschwindigkeiten fiihren aber auch dazu, daf3 der nichtlineare Trag-
heitsterm in der Impulsgleichung verstarkt an Bedeutung gewinnt. Die Strémung
wird zunehmend anfalliger gegen Stérungen. Schliefilich treten hydrodynamische
Instabilitaten auf, die zum Zusammenbruch der Trigheitskonvektion fithren. Es
erfolgt eine starke dreidimensionale Verwirbelung der Strémung, die sich auch in
einer Stérung des Temperaturfeldes bemerkbar macht. Die starke Verwirbelung
bringt zudem eine verstarkte Dissipation mit sich, so daf} sich die kinetische Ener-
gie der Stromung und ebenso der konvektive Warmetransport wesentlich verrin-
gern. Damit ist man wieder am Ausgangspunkt des Gedankenexperiments. Die
diskutierten Vorgénge, die sich zum Teil anhand von Abb. 5.39 nachvollziehen
lassen, erkldren sowohl das nur lokal und kurzzeitig erfolgende Auftreten der
Tragheitskonvektion in den Simulationen fiir die Rayleigh-Zahlen Ra = 6 000,
Ra = 12 000 und Ra = 24 000, als auch die aperiodischen Verinderungen im

142



Charakter des Temperaturfeldes sowie die starken Schwankungen des konvekti-
ven Warmetransportes, die in diesen Simulationen zu beobachten sind.

Die vorgestellten Ergebnisse zur Rayleigh-Bénard-Konvektion in flissigem Na-
trium, speziell die zur Triagheitskonvektion, sollen nun in Bezug zu den in der Li-
teratur zu diesem Themengebiet existierenden Arbeiten diskutiert und bewertet
werden. Die Simulationsergebnisse fiir die Rayleigh-Zahl Ra = 3 000 bestatigen
zunéchst, dal die Konvektion bereits bei dieser Rayleigh-Zéhl dreidimensional
und zeitabhingig ist (vergl. Kapitel 2.2). Als vorherrschende Konvektionsform
wird die Tragheitskonvektion identifiziert. Dieses Ergebnis steht im Gegensatz zu
den theoretischen Untersuchungen von Busse & Clever (1981), die das Auftreten
der Triagheitskonvektion fiir den Grenzfall verschwindender Prandtl-Zahl erst fir
Rayleigh-Zahlen Ra > 7373 vorhersagen. Gleichzeitig bestatigt es aber die expe-
rimentellen Ergebnisse von Chiffaudel et al. (1987), die fiir Rayleigh-Bénard-
Konvektion in Quecksilber bereits fiir Rayleigh-Zahlen Ra =~ 1900 Indizien fir
die Tragheitskonvektion finden.

Die numerischen Untersuchungen von Clever & Busse (1987, 1990) sowie die di-
rekten Simulationen von Meneguzzi et al. (1987) fir Prandtl-Zahlen Pr = 0.01
und Pr = 0.025 und Rayleigh-Zahlen im Bereich 2 000 < Ra < 2 700 zeigen ein
Konvektionsmuster in Form von Wanderwellen und liefern keinen Hinweis auf
eine Tragheitskonvektion (vergl. Kapitel 2.2). Das Auftreten der Tragheitskon-
vektion in dreidimensionaler zeitabhdngiger Konvektion wird mit den vorgestell-
ten Ergebnissen fir Natrium (Pr = 0.006) und die Rayleigh-Zahl Ra = 3 000 - so-
wie mit den diskutierten Einschrankungen auch fiir Ra = 6 000 - damit erstmals
vorhergesagt. Entscheidend fir diesen Sachverhalt diirfte sein, daf fiir die vorge-
stellten Simulationen ein ungleich groferes Rechengebiet zugrundegelegt wurde,
als dies in anderen numerischen Untersuchungen bisher der Fall war. So basieren
die TURBIT-Rechnungen auf Periodenldngen X; = X2 = 8, wihrend Meneguzzi
et al. (1987) X7 = 2, X2 = 2.5 und Clever & Busse (1990) X; = 2.1, X9 = 3 verwen-
den. Die in Kapitel 5.1.1 durchgefiihrte Periodenldngenstudie hat verdeutlicht,
dafl die Wahl der Periodenlidngen von ganz wesentlichem Einflu8 fiir das sich ein-
stellende Konvektionsmuster sein kann. Insbesondere liegt mit der Vorgabe der
Periodenlangen eine charakteristische Wellenlange fiir die groften mit der Simu-
lation abbildbaren Strukturen fest. Grétzbach (1983) zeigt in numerischen Simu-
lationen fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion in Luft, daB die Vorgabe zu kleiner Pe-
riodenlidngen in der Tat zu falschen Strémungszustdnden fiihren kann.
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Die Analyse des Temperaturfeldes fiir die Rayleigh-Zahl Ra = 3 000 in Abb.
5.26(a) zeigt die Dominanz grofiraumiger Bandstrukturen der Wellenldange 1 =
2.5, die ihrerseits entlang der Achsen dreidimensionale Stérungen der Wellenlan-
ge A = 5 aufweisen. Wird diese Simulation z.B. mit Periodenlidngen X; = 2.5, X»
= 2 durchgefiihrt, so wird dadurch die Wellenldnge der Stérungen entlang der
Achsen wesentlich reduziert. Es wird sich dann nicht mehr ein deutliches zweidi-
mensional geprigtes, sondern ein dreidimensionales Temperaturfeld einstellen.
Da die Tragheitskonvektion aber, wie gezeigt, an grofiraiumige, nahezu ungestorte
Bereiche im Temperaturfeld gekoppelt ist, kann mit einer solchen Simulation die
Tragheitskonvektion nicht abgebildet werden.

Fir ihre numerischen Untersuchungen verwenden Clever & Busse (1987, 1990)
ein Galerkin-Verfahren. Durch die Vorgabe von Symmetrieeigenschaften reduzie-
ren die Autoren die Anzahl der unbekannten Koeffizienten und schrinken damit
aber auch die Klasse der moglichen Lésungen ein. Diese erhalten sie stets in der
Form eines einzigen, wohldefinierten Konvektionsmusters fiir das gesamte be-
trachtete Rechengebiet. Charakteristisch fiir die Simulationsergebnisse in Natri-
um bei der Rayleigh-Zahl Ra = 6 000 sind aber gerade unterschiedliche Konvek-
tionsmuster in verschiedenen raumlichen Bereichen, die zudem einer zeitlichen
Verinderung unterworfen sind. Nur durch diesen "Wettbewerb” verschiedener
Konvektionsformen kann sich lokal und tber bestimmte Zeitintervalle die Trag-
heitskonvektion ausbilden. Es ist evident, dafl derartige Vorginge mit der fiir
laminare Konvektion und nicht allzu hohe Rayleigh-Zahlen pradestinierten Me-
thode von Clever & Busse nicht beschrieben werden kénnen.

Eine Voraussetzung um die diskutierten Mechanismen mit der direkten numeri-
schen Simulation abbilden zu kénnen, ist es, eine zu starke Kopplung der einzel-
nen Stromungsmuster aufgrund der periodischen Randbedingungen durch ausrei-
chend grofle Periodenldngen zu vermeiden. Dariiber hinaus erscheint es als we-
sentlich, als Anfangswerte fiir die Simulation nicht von einem wohldefinierten
Konvektionsmuster auszugehen, sondern statt dessen von ruhendem Fluid und
randomen Temperaturstérungen zu starten. Bei einem ausreichend grofien Kanal
setzt sich die Konvektion dann an unterschiedlichen Stellen unabhéngig vonein-
ander in Gang und es findet von Anfang an ein Wettbewerb zwischen den ver-
schiedenen Bereichen statt. Diese Vorgehensweise bildet in guter Ndherung die
realen im Experiment vorliegenden Anfangsbedingungen ab (sofern dort nicht -
wie z.B. durch die Vorgabe von Temperaturstérungen einer bestimmten Wellen-
lange auf den Wénden - ein bestimmtes Konvektionsmuster aufgepriagt wird).
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5.6 Analyse von Turbulenzmodellansatzen

Praktische Strémungsprobleme zeichnen sich hidufig durch komplexe Geometrien
und hohe Turbulenzgrade aus. Die Berechnung solcher Strémungen mit der Me-
thode der direkten numerischen Simulation ist mit der derzeitigen Rechnergene-
ration aufgrund der extrem hohen Speicher- und Rechenzeitanforderungen nicht
moglich. Auch das Verfahren der Grobstruktursimulation wird bisher fir prakti-
sche Anwendungsfille kaum eingesetzt, doch durfte diese Methode mit zuneh-
mender Rechenleistung immer interessanter werden. Derzeit erfolgt die Berech-
nung turbulenter Strémungen fiir praktische Anwendungsfélle uberwiegend mit
Hilfe von statistischen Turbulenzmodellen. Diese Modelle enthalten eine Reihe
von empirischen Ansitzen und Koeffizienten. In diesem Kapitel sollen die Ergeb-
nisse der numerischen Simulationen herangezogen werden, um aus deren Analy-
se einen Beitrag zur Validierung und Weiterentwicklung von Turbulenzmodellen
fur Naturkonvektion in Flussigmetallen zu leisten. Im einzelnen werden die exak-
ten Terme der Bilanzgleichungen fiir die kinetische Turbulenzenergie, den turbu-
lenten Warmestrom und die Temperaturschwankungsquadrate ausgewertet. Fiir
verschiedene Modellterme werden tibliche Schliefungsansétze analysiert und Mo-
dellkoeffizienten bestimmt. Die Analysen werden sowohl fiir Natrium als auch fiir
Luft durchgefihrt, und der Einflufl der Prandtl-Zahl wird diskutiert. Im Hinblick
auf diese Zielsetzung wird im folgenden Abschnitt zunichst eine kurze Einfiih-
rung in die statistische Modellierung turbulenter Strémungen gegeben. Eine aus-
fihrliche Darstellung findet man z.B. bei Rodi (1980).

5.6.1 Zu statistischen Turbulenzmodellen

Grundlage fur die statistische Beschreibung turbulenter Strémungen ist die Auf-
spaltung einer Stromungsgrofie ¢, wobei ¢ fiir u;, p und T steht, in einen zeitli-
chen Mittelwert ¢ und einen turbulenten Schwankungsanteil ¢":

b =& +¢ (5.22)
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Die Mittelungsoperation

- @(x;,0) dt (5.23)

S|
I

)

ist dabei iiber ein ausreichend grofles Zeitintervall ¢1 - tg durchzufiihren. Der Mit-
telwert des Schwankungsanteils ¢ 'ist definitionsgemaB null.

Fihrt man die Aufspaltung der StrémungsgréBen in Mittel- und Schwankungs-
anteil in die Grundgleichungen (3.3-3.5) ein und mittelt diese, so erhdlt man

ou; ‘ _
=0 (5.24)
dx
du; 9w up)
dat * d =
%
op 9 1 Iu; v T T\s
- + -uu. |- - .
i 7 ( ref > i3 (5.25)
dx; axj Gr axj
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Diese sogenannten Reynoldsschen Gleichungen enthalten Korrelationen ver-
schiedener Schwankungsgréfien, die auf die Mittelungsoperation tiber die nichtli-
nearen Terme zuriickzufiihren sind und formal den diffusiven Termen zugeschla-
gen werden kénnen. Die Korrelationen «;'u;'und u;'T' werden als turbulente (oder
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Reynoldssche) Spannungen bzw. Wirmestrome bezeichnet und stellen den
Impuls- bzw. Warmetransport durch turbulente Schwankungsbewegungen dar.
Da diese Korrelationen unbekannt sind, ist das Gleichungssystem nicht mehr ge-
schlossen. Eine Hauptaufgabe bei der statistischen Berechnung turbulenter
Stromungen ist daher, durch die Modellierung der unbekannten Korrelationen
dieses Schlielungsproblem aufzulésen.

Ein grundsitzlicher Unterschied der statistischen Simulation gegeniiber der
Grobstruktursimulation besteht darin, dafl bei ersterer Methode eine Mittelung
liber den gesamten zeitlichen Frequenzbereich erfolgt, bei der zweiten Methode
aber nur lber einen (i.a. durch die Maschenweite) begrenzten raumlichen Fre-
quenzbereich gemittelt wird. Dies hat unmittelbare Auswirkungen auf die mit
den Modellen beider Verfahren zu approximierenden Turbulenzterme. Wahrend
ein Feinstrukturmodell hier nur den Einflufl kleinrdumiger Wirbel erfassen muli,
hat ein statistisches Modell fir turbulente Strukturen aller Gréen und Frequen-
zen Rechnung zu tragen. Da grofiraumige Turbulenzstruktureni.a. stark vom An-
wendungsfall (z.B. dessen Geometrie) abhédngen, kleinrdumige Turbulenzstruktu-
ren aber mit guter Naherung als lokalisotrop betrachtet werden konnen, ist die
Universalitét eines statistischen Turbulenzmodells a priori als deutlich geringer
anzusehen als die eines Feinstrukturmodells.

Das bekannteste und in Rechenprogrammen am hiufigsten verwendete Turbu-
lenzmodell ist das k- Modell (siehe z.B. Launder & Spalding (1974)). Dabei erfolgt
die Modellierung der Reynoldsschen Spannungen in Analogie zum molekularen
Impulstransport tiber Gradienten des mittleren Geschwindigkeitsfeldes. Der Pro-
portionalitidtsfaktor v; wird als turbulente (oder Wirbel-) Viskositdt bezeichnet.
Entsprechend der Dimension der Viskositdt L2/t wird v; als Produkt eines charak-
teristischen Geschwindigkeits- und Lingenmafles der Turbulenz angesetzt. Als
Geschwindigkeitsmafl wird die Wurzel der kinetischen Turbulenzenergie k = 1/2
ui'u;’ herangezogen. Das LangenmaB wird aus % und der Dissipationsrate ¢ von k
abgeleitet, L ~ k3/2/e. Mit dem Proportionalitatsfaktor C,, folgt fiir die Wirbelvis-
kositédt

v = ¢ (5.27)
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Der vollstédndige Ansatz fiir die Reynoldsschen Spannungen lautet dann

-u U = + - — k6., (5.28)
J ¢ axj axi 3 Y

Pr. 2z (5.29)

Dabei wird in Analogie zur molekularen Prandtl-Zahl eine turbulente Prandtl-
Zahl Pr; definiert, die die turbulenten Diffusivitdten von Impuls und Wéarme ins
Verhiltnis setzt.

Zur Bestimmung der kinetischen Turbulenzenergie und ihrer Dissipationsrate
werden im k-¢ Modell Erhaltungsgleichungen fiir beide Gréflen gelost. Diese aus
exakten Transportgleichungen fiir £ und ¢ abgeleiteten Gleichungen enthalten
selbst eine Reihe von Modellierungsansitzen. Die zur Schlieung des Gleichungs-
satzes notwendige Festlegung der zahlreichen Modellkoeffizienten (z.B. Cy,, Pry)
erfolgt anhand experimenteller Daten.

Eine Verallgemeinerung des k-¢ Modells stellen Reynoldsspannungsmodelle dar
(siehe z.B. Rodi (1980)). Sie verzichten auf das Prinzip der Wirbelviskositidt und 16-
sen direkt Transportgleichungen fir die Reynoldsschen Spannungen und turbu-
lenten Wiarmestréme. Dadurch kénnen sie Anisotropieeffekten weit mehr Rech-
nung tragen als das k-¢ Modell. Auch bei Reynoldsspannungsmodellen miissen
unbekannte Korrelationen dritter Ordnung modelliert und Modellkoeffizienten
festgelegt werden. Ein Spezialfall sind algebraische Reynoldsspannungsmodelle.

Hier werden aus den Transportgleichungen fiir ;'s;' und u;"T" unter verschiede-
nen Vereinfachungen und Vernachldssigungen algebraische Beziehungen fir die
gesuchten Korrelationen abgeleitet. Dadurch wird der grofle numerische Auf-
wand, den die Lésung von neun Differentialgleichungen fir u;'s;’ und ;:’F im vol-
len Reynoldsspannungsmodell darstellt, deutlich verringert.
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5.6.2 Zur Uberpriiffung von SchlieBungshypothesen

Bei der Berechnung turbulenter Stréomungen mit statistischen Turbulenzmodel-
len hingt der Erfolg der Rechnung entscheidend davon ab, ob und wie gut die ge-
troffenen Modellannahmen die realen physikalischen Gegebenheiten wiederge-
ben. Die Uberpriifung von SchlieBungsannahmen stellt somit einen wesentlichen
Aspekt fiir die Verifikation von Turbulenzmodellen bzw. deren Weiterentwick-
lung dar. George & Taulbee (1992) gehen ausfiihrlich auf die Schwierigkeiten des
Testens von Schliefungshypothesen mit Experimenten ein. Generell weisen sie
darauf hin, dafl Korrelationen zweiter und dritter Ordnung nur ungenau gemes-
sen werden kénnen und experimentelle Daten nur dann von Wert sind, wenn si-
chergestellt ist, daB diese auch den die Strémung beschreibenden Grundgleichun-
gen gentigen. Insbesondere konstatieren die Autoren das Fehlen zuverlassiger
Messungen fiir die Dissipation und fir Korrelationen, die Druckschwankungen
beinhalten. Gerade die Dissipation geht aber in viele Modellannahmen ein. Um
diese analysieren zu kénnen, muf} die Dissipation hédufig aus Bilanzen gewonnen
werden, wobei bei der Aufstellung der Bilanz selbst wieder die Giltigkeit von Mo-
dellannahmen unterstellt werden mu8.

Bei der direkten numerischen Simulation werden die exakten Grundgleichungen
der Stromungsmechanik gelost, ohne dafl empirische Modellannahmen eingehen.
Aus den numerischen Ergebnissen konnen beliebige Korrelationen und auch die
experimentell so schwer bestimmbare Dissipation direkt ausgewertet werden. Die
Ergebnisse einer direkten numerischen Simulation kénnen daher genutzt wer-
den, um in Turbulenzmodellen verwendete Schliefungsansitze zu analysieren.
Allerdings ist der mit der direkten Simulationsmethode zur Zeit erreichbare Tur-
bulenzgrad um GréBenordnungen von dem praktischer Probleme entfernt. Den-
noch konnen die Analysen hilfreich sein, um SchlieBungshypothesen auf ihre
grundsatzliche Gl‘iltigkeit hin zu untersuchen. |

Im folgenden werden die Ergebnisse des Natriumfalles mit Ra = 24 000 herange-
zogen, um aus der Analyse von Termen der Transportgleichungen fiir die kineti-
sche Turbulenzenergie k, den vertikalen turbulenten Warmestrom u3'T’ und die
Temperaturschwankungsquadrate T'2 Bilanzen dieser TurbulenzgréBen aufzu-
stellen. Fir einige der in diesen Transportgleichungen auftretenden SchlieBungs-
terme werden ubliche Modellanséitze analysiert. Den Ergebnissen dieser Analy-
sen fiir Natrium werden zum Teil diejenigen der Simulation von Rayleigh-
Bénard-Konvektion in Luft (Ra = 630 000, Pr = 0.71) gegeniibergestellt, um so
den Einfluf} der molekularen Prandtl-Zahl zu verdeutlichen und zu diskutieren.
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5.6.3 Transportgleichung fiir die kinetische Turbulenzenergie

Unter Verwendung der zeitlich gemittelten und der zeitabhingigen Navier-
Stokes-Gleichung kann eine exakte Gleichung fiir die Reynoldsschen Spannungen
Tuj'abgeleitet werden [z.B. Hinze (1975)]. Aus dieser ergibt sich tiber die Summe
der drei Normalspannungskomponenten eine Transportgleichung fiir die kineti-

sche Turbulenzenergie & = 1/2 u;'uy;" Mit der in TURBIT verwendeten Normie-
rung nimmt die Erhaltungsgleichung fur % die folgende dimensionslose Form an
(die physikalische Bedeutung der einzelnen Glieder ist angegeben):

_ u.u
dk ak 3 2 Bt R S 1 ak
_ + u. = - Uu. + P +
J J 2 /
at d xj d xj Gr dx J
Anderungs- konvektiver Dy, = diffusiver Transport
rate Transport
s . T s 1 9% 9y
- u-u u. . -
i i i3 ) o (5.30)
axj .‘/G" axJ axJ
Pp = Produktion G = Produktion/Vernich- ¢ = Dissipation
durch Schub- tung durch Auftriebs-
spannungen effekte

Erfolgt die zeitliche Mittelung iiber einen ausreichend groBen Zeitraum, so exi-
stieren in turbulenter Rayleigh-Bénard-Konvektion keine mittleren Geschwin-
digkeitsprofile, d.h. es gilt ; = 0. Damit tritt in der Bilanz der kinetischen Turbu-
lenzenergie kein konvektiver Transport und keine Produktion durch Schubspan-
nungen auf. Desweiteren ist die Stromung in den horizontalen Richtungen im sta-
tistischen Sinne homogen (vergl. Abschnitt 5.2.2) und Gradienten statistischer
Groflen sind nur in vertikaler Richtung vorhanden. Fir den Fall einer eingelaufe-
nen Stréomung verschwindet die zeitliche Anderungsrate und die Bilanzgleichung
fur k vereinfacht sich zu
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Die Erhaltungsgleichung der kinetischen Turbulenzenergie wird in turbulenter
Rayleigh-Bénard-Konvektion also ausschliefllich bestimmt durch die Produktion
durch Auftriebseffekte G (das ist der vertikale turbulente Warmestrom), durch
die Diffusion Dj und die Dissipation e. ' ‘

Die vertikalen Profile von G, D und ¢ sind fiir Natrium fiir die Rayleigh-Zahl Ra
= 6 000 in Abb. 5.47 dargestellt. Das zugehorige vertikale Profil der kinetischen
Turbulenzenergie selbst findet sich in Abb. 5.16. Der turbulente Wiarmestrom G
ist an der Wand null, steigt mit zunehmendem Abstand von der Wand leicht an
und erreicht in Kanalmitte sein Maximum. Die Dissipation ¢ stellt den Senken-
term dar. Sie ist im Innern des Kanals konstant und nimmt innerhalb der visko-
sen Grenzschicht mit abnehmendem Wandabstand sehr stark zu. Bei der Diffu-
sion Dj handelt es sich um einen reinen Umverteilungsterm, der integral iiber
den Kanal keinen Beitrag leistet. Durch die Diffusion wird der im Zentrum des
Kanals vorhandene UberschuB an kinetischer Turbulenzenergie hin zu den Win-
den transportiert und dort durch die Dissipation in Warme umgewandelt.

Zum Vergleich ist in Abb. 5.48 die Bilanz der kinetischen Turbulenzenergie fiir
die Simulation mit Luft bei Ra = 630 000 angqgeben. Das vertikale Profil der Dis-
sipation ¢ ist dem fir Natrium in Abb. 5.47 sehr dhnlich. Dies ist nicht tberra-
schend, da die Dissipation wesentlich durch die hochfrequenten Geschwindig-
keitsfluktuationen bestimmt ist. Fiir den hochfrequenten Bereich des Spektrums
der Geschwindigkeitsfluktuationen wurde in Kapitel 5.4.4 eine Skalierung mit
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Abb. 5.47: Vertikale Profile von Termen der k-Gleichung fiir Natrium,
. Ra = 24 000: G = Produktion, D; = Diffusion, ¢ = Dissipation.
Die unterbrochene Linie kennzeichnet die Bilanz-Differenz.

der Grashof-Zahl festgestellt; die Grashof-Zahl ist fir die betrachteten Simulatio-
nen von Luft und Natrium aber von gleicher Gréflenordnung.

Aus der Grashof-Analogie des Geschwindigkeitsfeldes kann somit gefolgert wer-
den, dafl bewidhrte Modellanséitze fir Terme der e-Gleichung fir Flissigmetalle
beibehalten werden konnen und keine Anpassung an Einfliisse der molekularen
Prandtl-Zahl notwendig erscheint [Wérner & Groétzbach (1993a)l. Im Gegensatz
zur Dissipation unterscheidet sich das vertikale Profil des Produktionsterms G fiir
Luft deutlich von dem in Natrium. Dieser Befund ist keineswegs tiberraschend, da
es sich bei G = mum den turbulenten Wiarmestrom handelt. Hier spielt das
Temperaturfeld eine Rolle, das in Natrium nur schwach, aber in Luft stark turbu-
lent ist. Da die vertikalen Profile der Dissipation fiir Luft und Natrium dhnlich
sind, die der Produktion aber ganzlich unterschiedlich sind, folgt aus Gl. (5.31),
daf sich auch die Profile der Diffusion in beiden Fluiden in eingelaufener Stré-
mung unterscheiden miissen. Die Abbildungen 5.47 und 5.48 bestétigen dies.

Die Bilanzen der kinetischen Turbulenzenergie fiir Natrium und Luft lassen er-
kennen, daf} in turbulenter Rayleigh-Bénard-Konvektion die Diffusion als Um-
verteilungsprozel} von grofier Bedeutung ist und somit kein lokales Gleichgewicht
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Abb. 5.48: Vertikale Profile von Termen der k-Gleichung fir Luft,
Ra = 630 000: G = Produktion, D = Diffusion, ¢ = Dissipation.
Die unterbrochene Linie kennzeichnet die Bilanz-Differenz.

zwischen Produktion und Dissipation gegeben ist. Peeters & Henkes (1992) finden
in ihren Untersuchungen der natiirlichen Konvektion entlang einer beheizten
vertikalen Platte fiir die Bilanz der k-Gleichung ebenfalls kein lokales Gleichge-
wicht. Dies deutet darauf hin, dafl diese z.B. in algebraischen Reynoldsspannungs-
modellen getroffene Annahme fiir Naturkonvektionsstromungen ganz allgemein
nicht giiltig ist. Diese Vermutung wird durch die analytische Arbeit von Lawren-
ce (1989) bestéatigt, der findet, da Turbulenzmodelle ohne Berticksichtigung der
Diffusion nicht in der Lage sind, die statistischen Eigenschaften der Turbulenz in
Naturkonvektionsstromungen ausreichend zu beschreiben. Lawrence (1989)
weist auf einen starken Bedarf nach einem physikalisch sinnvollen Diffusionsmo-
dell hin, das nicht auf dem mittleren Geschwindigkeitsfeld basiert. Gleichzeitig
raumt er ein, daB die diffusiven Terme schwierig zu modellieren sind, da das Ver-
halten der verschiedenen Beitrige nur wenig verstanden ist.

Nach Gl. (5.31) setzt sich die Diffusion aus drei verschiedenen Anteilen zusam-
men. Die ersten beiden Terme von D in Gl. (5.31) sind direkt auf die Wirkung tur-
bulenter Fluktuationen zurtickzufithren und werden daher unter dem Begriff der
turbulenten Diffusion zusammengefafit. Dazu kommt als dritter Term von Dj, die
molekulare Diffusion. In Turbulenzmodellen wird die molekulare Diffusion im
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allgemeinen vernachléssigt [Rodi (1980)]. Die Analyse der Simulationsergebnisse
fir Natrium und Luft ergibt, daf} sie im Zentralbereich des Kanals in der Tat von
untergeordneter Bedeutung ist. Innerhalb der viskosen Grenzschicht ist die mole-
kulare Diffusion jedoch durchaus relevant und in Wandnéhe sogar der dominie-
rende Term. Urséachlich fiir die turbulente Diffusion ist zum einen eine Dreifach-
korrelation von Geschwindigkeitsfluktuationen, zum anderen eine Druck-Ge-
schwindigkeits-Korrelation. Da beide Korrelationen im Rahmen von SchlieBungs-
modellen zweiter Ordnung unbekannt sind, mufl die turbulente Diffusion in die-
sen Verfahren modelliert werden. Dabei wird die Druck-Geschwindigkeits-
Korrelation im allgemeinen direkt oder indirekt vernachléssigt. Indirekt ist dabei
so zu verstehen, als der gemeinsame Modellierungsansatz fiir beide Terme sich
ausschlieBlich an der Dreifachkorrelation orientiert. Das tiblicherweise verwen-
dete Diffusionsmodell basiert auf einem Gradientenansatz und dem Wirbelvisko-
sitdatsprinzip [Launder & Spalding (1974)1:

I B Bt A Vi ok
- u3 2 + p = —_— —_——, (532)
Ok 8x3

Hierin ist o eine Prandtl-Zahl fir die kinetische Turbulenzenergie, fiir die {ibli-
cherweise Werte o = 1 angenommen werden [Rodi (1980)].

Lumley (1978) schligt vor, die Druckdiffusion gemaf

1 1 1 1

ug p = - -é— ug u; U (5.33)
zu beriicksichtigen. Dieser Ansatz ist jedoch experimentell nicht verifiziert, da
Daten zur Druck-Geschwindigkeits-Korrelation in der Literatur nicht verfiigbar
sind [George & Taulbee (1992)]. Trotzdem ziehen ihn Shabbir & Taulbee (1990)
heran, um fiir ein Experiment, das eine achsensymmetrische Auftriebsfahne un-
tersucht, tiber eine Bilanzierung der kinetischen Turbulenzenergie die unbekann-
te Dissipation zu bestimmen. Diese benétigen sie, um aus Ergebnissen fiir das
mittlere Geschwindigkeitsfeld, der mittleren Temperatur und der kinetischen
Turbulenzenergie aus SchlieBungshypothesen die Reynoldsschen Spannungen
und die turbulenten Warmestrome auszuwerten und diese mit den gemessenen
Grofen fiir u;'uj und u;"T" vergleichen zu kénnen. Die Autoren betonen, daf sie fiir
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diesen Strémungstyp die Druckdiffusion als signifikant ansehen und ihrem Ein-
flull daher Rechnung getragen werden sollte, anstatt ihn einfach zu vernachlassi-
gen. '

Abb. 5.49 zeigt die aus den Simulationsergebnissen fiir Natrium und die
Rayleigh-Zahl Ra = 24 000 ausgewerteten vertikalen Profile der Korrelationen
ug'u;'u;72 und ug'p'. Demnach weisen beide Korrelationen mit Ausnahme der un-
mittelbaren Wandnihe entgegengesetzte Vorzeichen auf, was den Ansatz (5.33)
qualitativ bestétigt. Quantitativ ist fir den diffusiven Transport von % aber in er-
ster Linie die Korrelation ;;'p—'verantwortlich und nicht #3'u;'u;72. Die Dominanz
der Druck-Korrelation iber die Dreifachkorrelation geht auch aus der Analyse
der Daten der Luftsimulation hervor, Abb. 5.50. Es handelt sich daher offensicht-
lich nicht um einen auf Flissigmetalle beschriankten Effekt, sondern wohl viel-
mehr um eine generelle Eigenschaft turbulenter Naturkonvektion. Allerdings
steht das Phdnomen, daf} der fir den diffusiven Transport von & relevante Mecha-
nismus auf die Wechselwirkung von Druck- und Geschwindigkeitsfluktuationen
zurickzufihren ist, im Gegensatz zu Zwangsstromungen. Wie die Analyse der Da-

ten einer Simulation fiir die erzwungene isotherme Kanalstromung von Luft
zeigt, stellt der Vorschlag von Lumley (1978) fiir diesen Stromungstyp in der Tat
eine brauchbare Ndherung fiir die Druckdiffusion dar.

o

o

x107
0

x 3

Abb. 5.49: Vertikale Profile von Korrelationen im Diffusionsterm der Erhal-

tungsgleichung fiir die kinetische Turbulenzenergie fiir Natrium,
Ra = 24 000.
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Abb. 5.50: Vertikale Profile von Korrelationen im Diffusionsterm der
Erhaltungsgleichung fiir die kinetische Turbulenzenergie
fir Luft, Ra = 630 000.

Aus den in diesem Abschnitt diskutierten Ergebnissen ergibt sich die Schlufifolge-
rung, daf} bei der Berechnung von Naturkonvektion mit statistischen Turbulenz-
modellen der als Umverteilungsprozef} fiir die Energiebilanz der Strémung so we-
sentliche diffusive Transport kinetischer Turbulenzenergie nur mit einem Modell
richtig vorhergesagt werden kann, das eine addquate SchlieBungshypothese der
Druck-Geschwindigkeits-Korrelation beinhaltet [Wérner & Grétzbach (1993b)].

Bei dem Produktionsterm G in der Transportgleichung fiir die kinetische Turbu-
lenzenergie (5.31) handelt es sich um den vertikalen turbulenten Warmestrom. In
Reynoldsspannungsmodellen wird fir diese Groéfle eine eigene Transportglei-
chung gelgst. Dadurch wird das SchlieBungsproblem fiir den turbulenten Wirme-
strom in diesen Modellen hin zu Korrelationen hoherer Ordnung in der entspre-
chenden Transportgleichung verschoben (siehe Abschnitt 5.6.4). Im Rahmen des
k-e¢ Modells muB} der turbulente Warmestrom modelliert werden. Dies erfolgt mit
dem in Abschnitt 5.6.1 vorgestellten Konzept der turbulenten Prandtl-Zahl. Die-
ses stiitzt sich auf die Annahme, dafl turbulenter Impuls- und Warmeaustausch
dquivalente Vorgédnge sind. Es beinhaltet die Implikation, daf} die Turbulenz-
strukturen und -mechanismen des Geschwindigkeitsfeldes direkt auf das Tempe-
raturfeld tibertragen werden kénnen. Die Giiltigkeit dieser Annahme kann even-
tuell fiir Stromungen unterstellt werden, bei denen die Temperatur als passive
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skalare Transportgrofle betrachtet werden kann und die molekulare Prandtl-Zahl
nahe eins ist. Sie ist aber fiir auftriebsgetriebene oder -beeinflufite Stréomungen
zumindest fragwiirdig. Auch die Vielzahl der in der Literatur existierenden Vor-
schlidge fiir die turbulente Prandtl-Zahl - Reynolds (1975) gibt z.B. 30 an - deutet
auf eine mangelnde Allgemeingiiltigkeit des Konzeptes hin. Die Auswertung ex-
perimenteller Daten hinsichtlich der Beziehung zwischen turbulentem Impuls-
und Wirmetransport zeigt, dafl die turbulente Prandtl-Zahl zum einen von der
molekularen Prandtl-Zahl abhingt, zum anderen aber auch innerhalb eines Stré-
mungstyps liber der Geometrie variieren kann. Fiir Flissigmetalle wird zudem ei-
ne Abhingigkeit von Pr; vom Turbulenzgrad des Strémungsfeldes beobachtet
[Bremhorst & Krebs (1992)].

Die Analyse der turbulenten Prandtl-Zahl aus den vorliegenden Simulationser-
gebnissen ist nicht ohne weiteres moglich, da die Wirbelviskositdt wegen der ver-
schwindenden Reynoldsschen Spannungen und mittleren Geschwindigkeitsprofi-
le in turbulenter Rayleigh-Bénard-Konvektion nicht definiert ist. Um diese
Schwierigkeit zu umgehen wird die Gultigkeit des k-¢ Modells vorausgesetzt und
vt nach Gl. (5.27) mit dem Standardwert C,, = 0.09 aus den Simulationsergebnis-
sen fiir £ und ¢ berechnet. Die turbulente Diffusivitit x; kann entsprechend ihrer
Definition

Ky = ——— (5.34)

6x3

direkt aus den Simulationsergebnissen ausgewertet werden. Die so ermittelten
vertikalen Profile der turbulenten Prandtl-Zahl zeigt Abb. 5.51. Dabei wurde fiir
die Darstellung Pr; < 4 erzwungen, um eine verniinftige Auflésung des Ordina-
tenbereichs zu erreichen. Fiir Natrium stimmt der Wert Pr; = 1 in Kanalmitte
gut mit der in Turbulenzmodellen verwendeten turbulenten Prandtl-Zahl iiber-
ein. Die Analyse zeigt jedoch, dal Pr¢ fiir die untersuchte Strémung keine - auch
nicht bereichsweise - konstante Gréfle darstellt. Vielmehr sind starke Variationen
tber der Kanalhéhe festzustellen. Die hohen Werte von Pryin den Bereichen x3 <
0.2 und x3 > 0.8 sind auf die in Flissigmetallen unterschiedlich dicken viskosen
und thermischen Grenzschichten zuriickzufiihren. So gibt es einen Bereich, der
auBlerhalb der viskosen, aber innerhalb der thermischen Grenzschicht liegt. In
diesem Bereich ist demzufolge der turbulente Beitrag zum Gesamttransport von
Impuls wesentlich, von Warme aber nur von untergeordneter Bedeutung. Da mit
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zunehmender Anndherung an die Wand wegen W—» 0 auch x; — 0 strebt, aber v;
~k2/e bis zum Erreichen der viskosen Grenzschicht noch in etwa konstant bleibt,
steigt das Verhéltnis v¢/x; und damit die turbulente Prandtl-Zahl stark an. Fir
Luft ist die turbulente Prandtl-Zahl nach Abb. 5.51 lokal null. Dies liegt an An-
satz (5.29), der den turbulenten Warmestrom als Gradientendiffusionsprozel mo-
delliert. Da in Luft eine isotherme Kernstromung vorliegt, verschwindet in die-
sem Bereich der Gradient des mittleren Temperaturprofils (vergl. Abb. 4.10) und
liefert somit Pr; = 0. Prinzipiell wird aber kein Turbulenzmodell in der Lage
sein, mit dem Gradientenansatz (5.29) eine isotherme Kernstrémung vorherzusa-
gen.

Die vorgestellten Ergebnisse stellen die Eignung des Konzepts einer konstanten
turbulenten Prandtl-Zahl zur Modellierung des turbulenten Wirmestroms fiir
Naturkonvektionstromungen prinzipiell in Frage (siehe auch Grétzbach & Woér-
ner (1992)). Vielversprechender erscheint der Weg der Reynoldsmodelle, auch fiir
den turbulenten Wirmestrom eine eigene Transportgleichung zu lésen. Die Ana-
lyse von Termen dieser Gleichung sowie tblicher Schliefungsannahmen ist Ge-
genstand des folgenden Abschnittes.

.
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Abb.5.51: Vertikale Profile der aus den Simulationsergebnissen ausgewerteten
turbulenten Prandtl-Zahl. (O ): Natrium, Ra = 24 000; (A): Luft,
Ra = 630 000. Der Ordinatenbereich ist aus Darstellungsgrinden
auf Werte Pr; < 4 eingeschrinkt.
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5.6.4 Transportgleichung fiir den turbulenten Warmestrom

Auf dhnlichem Wege wie fur die k-Gleichung kann auch fir die turbulenten Wir-
mestréme u;'T' (i = 1,2,3) eine exakte Transportgleichung hergeleitet werden
(siehe z.B. Hinze (1975)). In Rayleigh-Bénard-Konvektion existieren keine Wir-
mestréme in x7- und x2-Richtung. Der fiir TURBIT unter Mitwirkung von Hiltner
(1993) entwickelte Analysemodul beschrinkt sich daher auf die Transportglei-
chung fir den turbulenten Warmestrom in vertikaler Richtung 113'_7". In dieser
Gleichung entfillt fiir turbulente Rayleigh-Bénard-Konvektion aufgrund des
Fehlens eines mittleren Geschwindigkeitsfeldes der konvektive Transport und
der Produktionsbeitrag durch das mittlere Geschwindigkeitsfeld. Fiir eingelaufe-
ne Strémung und mit der in TURBIT eingefiihrten Normierung ergibt sich damit
die folgende Form

du
] (] [ aT' ' 3 ]
0=- 9 u32T + p'T' - ; u3 _ 1 T
dxg Pry/ Gr dxg \/ Gr dxg
Dq
' 3? Tg .
P, PS

Ju
aT'

L A 3,
«/Gr Pr axi axi
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Die beiden Beitrége zum Produktionsterm P; sind zum einen auf den Gradienten
des mittleren Temperaturprofils und zum anderen auf Auftriebskrifte zurickzu-
fihren. DaB der Term T2 die Produktion durch Auftriebskrifte charakterisiert,
ist nicht ohne weiteres zu erkennen. In Gl. (5.35) wurde jedoch bertcksichtigt, daf3
die in dem entsprechenden dimensionsbehafteten Term auftretende Komponente
des Schwerevektors fir das hier betrachtete Koordinatensystem mit der negati-
ven x3-Richtung zusammenfillt.

Der molekulare Vernichtungsterm MV verschwindet nur fir den Fall isotroper
Turbulenz. Dann ist die Druck-Temperaturgradienten-Korrelation PS ("pressure-
scrambling”), die das Gegenstick zur Druck-Scher-Korrelation (”pressure-
strain”) der W—Gleichung ist, der einzige Senkenterm. Die Diffusion Dy setzt
sich aus einem turbulenten (1. und 2. Glied) und einem molekularen Anteil (3.
und 4. Glied) zusammen und ist auch in der u3'T"-Gleichung ein Term, der nur fiir

die Umverteilung verantwortlich ist.

Abb. 5.52 zeigt die vertikalen Profile der verschiedenen Terme fiir Natrium fir
die Rayleigh-Zahl Ra = 24 000. Die Produktionsrate Py ist innerhalb der Grenz-
schichten erwartungsgemal relativ gering und weist in der Zentralregion des Ka-
nals einen praktisch konstanten Wert auf. Der dominierende Senkenterm ist
nicht die Druck-Temperaturgradienten-Korrelation, sondern die viskose Vernich-
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Abb.5.62: Vertikale Profile von Termen der u3'T"-Gleichung fiir Natrium,
Ra = 24 000. P; = Produktion, D, = Diffusion, PS = Druck-Tem-
peraturgradien%en-Korrelation, Itg V = molekulare Vernichtung.
Die unterbrochene Linie kennzeichnet die Bilanz-Differenz.
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tung. Dies deutet daraufhin, dafl die Stromung stark anisotrop ist. Die Diffusion
Dyg transportiert - dhnlich wie in der k-Gleichung - den UberschuB des Produktion-
sterms von der Zentralregion hin zu den Wianden, wo er vornehmlich durch die
Druck-Temperaturgradienten-Korrelation vernichtet wird.

Die Bilanz des turbulenten Warmestroms fiir Luft in Abb. 5.53 unterscheidet sich
deutlich von der in Natrium. Dies liegt an der ganz unterschiedlichen Bedeutung
des turbulenten Wiarmestroms in beiden Simulationen. So erfolgt in Natrium die
Wairmetibertragung zum grofiten Teil durch Warmeleitung und nur ein kleiner
Beitrag ist auf Konvektion zurtickzufiihren, was sich auch in der kleinen Nusselt-
Zahl Nu = 1.4 ausdriickt. Demgegeniiber ist in Luft mit Nu = 7.2 die turbulente
Wairmetlbertragung der dominante Mechanismus und der molekulare Beitrag nur

von untergeordneter Bedeutung. Die Vernichtung von u3'T" erfolgt in Luft im we-
sentlichen innerhalb der Grenzschichten durch die Druck-Temperaturgradienten-
Korrelation. Die molekulare Vernichtung ist jedoch nicht null, sondern im Kern-
bereich der Stromung von gleicher Grofle wie das PS-Glied und die Diffusion.
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Abb.5.53: Vertikale Profile von Termen der u3'T"-Gleichung fiir Luft,
Ra = 630 000. Py = Produktion, D, = Diffusion, PS = Druck-Tem-
peraturgradienten-Korrelation, = molekulare Vernichtung.
Die unterbrochene Linie kennzeichnet die Bilanz-Differenz. Aus
Darstellungsgrinden wurde fiir die linke und rechte Bildhalfte ein
unterschiedlicher Ordinatenmafstab gewahlt.
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Demzufolge sollte die molekulare Vernichtung in Stromungen, in denen Auf-
triebseffekte eine Rolle spielen, nicht, wie es allgemein iblich ist, a priori ver-
nachlédssigt werden. Dies gilt insbesondere fiir Fliussigmetalle, bei denen die in
dem molekularen Vernichtungsterm auftretenden Korrelationen wegen des Fak-
tors (1+1/Pr) besonders stark gewichtet werden.

Mit der in Reynoldsmodellen tiblichen Annahme lokalisotroper Turbulenz ver-
bleiben als Schliefungsterme in Gl. (5.35) der Produktionsbeitrag durch Auf-
triebskréfte E’E, die Druck-Temperaturgradienten-Korrelation und der gesamte
Diffusionsterm. Zur Modellierung der Druck-Temperaturgradienten-Korrelation
wird diese im allgemeinen unter Verwendung einer Poissongleichung fir die
Druckfluktuationen in drei Anteile aufgespaltet, die jeweils einzeln modelliert
werden [Launder (1976)]. Im Rahmen dieser Arbeit gehen wir auf die Analyse von
SchlieBungsanséitzen fiir die Druck-Temperaturgradienten-Korrelation nicht ein,
befassen uns aber ausfiihrlich mit Modellierungsansétzen fiir die Diffusion.
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Abb. 5.54: Vertikale Profile der einzelnen Korrelationen im Diffusionsterm Dq
der u3"T'-Gleichung fiir Natrium, Ra = 24 000.
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Ublicherweise wird bei der Modellierung der Diffusionsglieder in der turbulenten
Wirmestrom-Transportgleichung sowohl die molekulare Diffusion als auch die

Druckdiffusion vernachléssigt und lediglich dem Beitrag der Korrelation w327’
Rechnung getragen [Launder (1976)]. In Abb. 5.54 sind fiir Natrium alle im Diffu-
sionsterm Dy auftretenden Korrelationen mit ihren vertikalen Profilen, wie sie
sich aus der Analyse der Simulationsdaten ergeben, dargestellt. Die Ergebnisse
zeigen, daB bis auf - (1/V'Gr) T' dus” dx3 alle Terme von Bedeutung sind und tiber-
dies das gleiche Vorzeichen haben. Fir Fliussigmetalle leistet insbesondere die
molekulare Diffusion tiber den Term - (1/(Pr VGr)) us' 9T"dx3 einen wesentli-
chen Beitrag zur vertikalen Umverteilung des turbulentenWarmestroms. Bei der
turbulenten Diffusion ist - 4hnlich wie in der k-Gleichung - nicht die Dreifachkor-
relation, sondern die Druck-Korrelation der dominierende Term.

Das konventionelle einfache Gradientenmodell zur Modellierung der turbulenten
Diffusion hat die Form [Hossain & Rodi (1982)]

- - au 'T'
2pip e | 2p0 _ g0 k2 ’ (5.36)
- | 3 p ~ - ug =2Cp— u3 :

ax3

Die Werte fiir Cr in der Literatur streuen etwas, liegen aber hiufig im Bereich
0.1 - 0.2 [Chung et al. (1992)]. Das vertikale Profil des Koeffizienten Cr, das sich
aus der Analyse der Simulationsergebnisse ergibt, zeigt Abb. 5.55. Dargestellt ist
auch das vertikale Profil des Koeffizienten

| ug T T
_ | | (5.37
Cor -, )»
Tz au3- T
2— ug
¢ 0%3.

der einem Modell entspricht, bei dem fiir beide turbulenten Diffusionsanteile ein
gemeinsamer Ansatz entsprechend der rechten Seite von Gleichung (5.36) ge-
macht wird. Der Knick beider Kurven bei x3 = 0.5 ist auf den im Nenner auftre-
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tenden Gradienten des turbulenten Warmestroms zuriickzufiihren, der in Kanal-

mitte verschwindet.

T

x3

Abb. 5.55: Vertikale Profile von Modellkoeffizienten fiir die turbulente Diffu-
sion von u3'T' fir Natrium, Ra = 24 000. (0): Cr, Gl. (5.36); (A):
Cr, Gl (5.37).

Fir Crist insbesondere in der unteren Kanalhilfte (mit Ausnahme der viskosen
Grenzschicht) ein nahezu konstanter Verlauf festzustellen. Der Modellansatz
(5.36) scheint daher sinnvoll zu sein, auch wenn der Wert C1 = 0.008 tiber eine
GréBenordnung kleiner ist, als er in der Literatur Ublicherweise angesetzt wird.
Dieser wesentlich kleinere Wert von Cr ist darauf zurickzufiihren, daf} es bei der
Analyse der Simulationsergebnisse gelingt, den Diffusionsbeitrag der Korrelation

u3T' wirklich zu separieren. Demgegentuber wird bei der experimentellen Be-

stimmung von Cr der Korrelation u3”?7’ praktisch immer die nicht meBbare
Druckdiffusion und die molekulare Diffusion zugeschlagen. Der Wert von Cpr =
0.02 in Kanalmitte liegt demzufolge auch nidher am Literaturwert von C7. Der
Bereich, in dem C7als ndherungsweise konstant angesehen werden kann, ist nur
relativ klein, da sich in der Korrelation ;—)’—T-’-die dicke Grenzschicht des Tempera-
turfeldes niederschligt. Eine gemeinsame Modellierung der beiden turbulenten
Diffusionsbeitrdge nach Ansatz (5.37) erscheint daher nicht als sinnvoll. Viel-
mehr sollte der Korrelation p'_T'. mit einem eigenen Modell Rechnung getragen
werden [siehe auch Worner & Grotzbach (1993c¢)].

164




Zu dieser Schlufifolgerung gibt auch Abb. 5.56 Anlal}, in der die vertikalen Profile
der Korrelationen p'T' und u32T' fiir Luft angegeben sind. Die Dreifachkorrela-
tion weist hier auflerhalb der Grenzschichten ein der Korrelation p'T" entgegenge-

setztes Vorzeichen auf und ist um gut eine Groflenordnung kleiner als letztere.
Dies hat zur Folge, dafl die Modellierungsansétze (5.36) und (5.37) versagen. Der
Koeffizient Cr (dessen vertikales Profil hier nicht gezeigt ist) nimmt tber weite
Bereiche negative Werte an. Desweiteren treten, wie auch bei Cp, starke Varia-
tionen uiber der Kanalhohe auf. Hier tritt wieder deutlich die Schwiche der Mo-
dellierung der turbulenten Diffusion mit einem Gradientenansatz zutage. Ein sol-
cher Ansatz impliziert ndmlich, daf} fiir den Fall eines rdumlich konstanten Wir-
mestroms keine Diffusion auftreten kann. Die Simulationsergebnisse fur Luft
zeigen jedoch, dafl im Zentrum des Kanals ein Diffusionsbeitrag vorhanden ist
(s. Abb. 5.53), obwohl der turbulente Warmestrom in diesem Bereich konstant ist
(s. Abb. 5.48).

o
=

%107

Abb. 5.56: Vertikale Profile von Korrelationen im Diffusionsterm Dy der u3'T"
Gleichung fir Luft, Ra = 630 000.

Die grofle Bedeutung der molekularen Diffusion fiir die Umverteilung des turbu-
lenten Wiarmestromes macht eine Bertcksichtigung dieses Beitrages fiir Flissig-
metallstromungen unumgénglich. Peeters & Henkes (1992) schreiben die moleku-
laren Diffusionsterme um:
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2 ¥y all ’ ! W

9 'uiT +<1 1) Y 82T' N aui oT'

e — . u. . (5.38)
ax% Pr ' ax% 0xp 9%y

Der erste Term auf der rechten Seite ist im Rahmen eines Reynoldsspannungs-
modells exakt. Den zweiten und dritten Term vernachlissigen die Autoren; eine
Niherung, die fiir Fluide mit Prandtl-Zahlen um eins zulédssig erscheint und fir
Pr = 1 exakt ist. Fir Flissigmetalle scheint die Identitat (5.38) zunéchst nicht
weiterzuhelfen, da dann der zweite und dritte Term der rechten Seite dominant
werden. Beachtenswert an der Darstellungsweise (5.38) fur die molekulare Diffu-
sion ist die Tatsache, dafl als dritter Term der rechten Seite die Korrelation
ou;'loxy, - 0T /oxy, auftritt, welche ja den molekularen Vernichtungsprozef} darstellt.
Da in Flussigmetallen in der Bilanz des turbulenten Warmestroms neben der mo-
lekularen Diffusion auch die molekulare Vernichtung von grofler Bedeutung ist
(vergl. Abb. 5.52), missen beide in Turbulenzmodellen beriicksichtigt werden.
Aus der Identitat (5.38) ergibt sich die Ansatzméglichkeit, beide Prozesse in ei-
nem gemeinsamen Modell zusammenzufassen. So erhidlt man unter Heranzie-
hung von Gleichung (5.38) die Darstellungsweise

(5.39)
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Die ersten beiden Terme der rechten Seite stellen die auf die kinematische Visko-
sitdt zurickzufihrenden Beitrage der molekularen Diffusion bzw. der molekula-
ren Vernichtung (mit Faktor 2) dar. Der dritte Term beinhaltet die entsprechen-
den molekularen Vorginge, die auf die thermische Diffusivitdt zuriickzufiihren
sind. Der erste Term ist im Rahmen eines Reynoldsspannungsmodells exakt und
braucht demzufolge nicht modelliert zu werden. Der zweite Term kann ohne wei-
teres vernachlidssigt werden, da in Flissigmetallen nur auf thermische Diffu-
sionsmechanismen zurickzufiihrende molekulare Vorginge relevant sind (vergl.
Abb. 5.54). Die Beriicksichtigung derselben kann tiber ein Modell des dritten
Terms der rechten Seite von Gleichung (5.39) erfolgen. Ob das hier vorgeschlage-
ne Konzept zur gemeinsamen Modellierung von molekularer Diffusion und mole-
kularer Vernichtung brauchbar ist, muf} sich im praktischen Einsatz in Rechen-
programmen mit statistischen Turbulenzmodellen erst herausstellen. Der Vor-
schlag ist hiermit zur Diskussion gestellt.

Nach Gl. (5.35) erfolgt die Produktion von turbulentem Wirmestrom in Rayleigh-

Bénard-Konvektion zum einen durch das mittlere Temperaturfeld, zum anderen

durch Auftriebseffekte. Abb. 5.57 zeigt das vertikale Profil beider Beitrége fiir die

Simulation in Natrium mit Ra = 24 000. Die Auftriebsproduktion aufgrund von

T2 ist demnach hier der wesentlich geringere Anteil. Dies ist auf den nur mafgi-
(V)

oOn

- u3_'2(67_"_/6x3)

Abb.5.57:  Vertikale Profile der Beitrége zum Produktionsterm P, in der u3'T"-
Gleichung fir Natrium, Ra = 24 000. (8): T2, (A): -ZE& aT/0x3.
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gen Turbulenzgrad des Temperaturfeldes zurickzufiihren, der sich auch in den
dicken thermischen Grenzschichten widerspiegelt. In Luft ist der Produktionsbei-
trag des mittleren Temperaturfeldes wegen des isothermen Kerns im wesentli-
chen auf den Grenzschichtrand beschrénkt und die Auftriebsproduktion im gan-
zen Kanal dominant, Abb. 5.58.

Die Schlieung des Produktionsterms ﬁerfolgt ublicherweise, indem eine eigene
Transportgleichung fir die Temperaturschwankungsquadrate gelést wird. Mit
ihr und ihrer Modellierung beschéftigt sich der nachste Abschnitt.

-

Abb. 5.58: Vertikale Profile der Beitrage zum Produktionsterm P, in der u3'T"'-
Gleichung fir Luft, Ra = 630 000. (0): T2, (A): -u32 oT/dx3.

5.6.5 Transportgleichung fiir die Temperaturschwankungen

Aus der zeitabhéingigen Energiegleichung und der gemittelten Energiegleichung
(5.26) kann eine exakte Transportgleichung fur T'2/2 hergeleitet werden [Corrsin
(1952)]. Diese liefert ein charakteristisches Maf fiir die Temperaturfluktuatio-
nen. Sie kann damit als Gegenstiick zur k-Gleichung, die ein Maf} fir die Ge-
schwindigkeitsfluktuationen bereitstellt, aufgefafit werden. Allerdings enthilt
die ﬁ/2-Gleichung weder Druckfluktuationen, noch einen Auftriebsbeitrag. Fiir
turbulente Rayleigh-Bénard-Konvektion und mit der in Abschnitt 3.1 eingefiihr-
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ten Normierung hat die F§/2-Gleichung die Form

D
g
o oT 1 oT T
-oug T —— oo (5.40)
Xa Pry/ Gr j j
P
g £z

Die physikalische Bedeutung der einzelnen Terme ist entsprechend der k- und
;}TT-‘-':Gleichung: Dg = Diffusion (mit einem turbulenten und einem molekularen
Anteil), Pg = Produktion durch das mittlere Temperaturfeld, ¢g = Dissipation
von _7’72/2.

Die vertikalen Profile der einzelnen Terme fiir Natrium und Ra = 24 000 zeigt
Abb. 5.59 und fiir Luft Abb. 5.60. Die Bilanzen fiir beide Fluide sind wegen des
ganz unterschiedlichen Turbulenzgrades des Temperaturfeldes sehr verschieden.
In beiden spielt jedoch die Diffusion als Umverteilungsprozell wieder eine wesent-
liche Rolle. Interessant ist insbesondere die Simulation fiir Luft. Hier erfolgt die
Produktion von T"2/2 im wesentlichen im Ubergangsbereich zwischen thermischer
Grenzschicht und Kernstrémung. Der UberschuB3 von Py in diesem Bereich wird
durch die Diffusion sowohl in die Grenzschicht als auch in den Zentralbereich des
Kanals umverteilt. In Natrium erstrecken sich die thermischen Grenzschichten
nahezu tiber den gesamten Kanal, so dafi der Diffusionsterm Dg wesentlich durch
den molekularen Beitrag bestimmt ist, Abb. 5.61. Fiir Flussigmetalle ist es daher
wichtig, die molekulare Diffusion von T'2/2 in der Transportgleichung zu berick-
sichtigen und sie nicht - wie es fiir konventionelle Fluide allgemein tiblich und zu-
lassig ist - einfach zu vernachléissigen.
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Abb. 5.569: Vertikale Profile von Termen der T_'2/2-G1eichung fur Natrium,
Ra = 24 000.(0): Pg, (A): Dg, (+): £g. Die unterbrochene Linie
kennzeichnet die Bilanz-Differenz.
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Das weithin verwendete Modell fiir die turbulente Diffusion von T'2/2 ist vom Gra-
diententyp [Spalding (1971)}]:

2
T'
k2 0 12

v 02 _

Eine Analyse dieses Ansatzes macht fir Natrium aufgrund des kleinen Turbu-
lenzgrades des Temperaturfeldes nur wenig Sinn, so dafl hier darauf verzichtet
wird. Chung et al. (1992) kommen in einer vergleichenden Studie, in der sie ver-
schiedene Modelle fiir ;' T"2/2 anhand experimenteller Daten unterschiedlicher
auftriebsbeeinfluBlter Stromungen testen, zu dem uberraschenden Ergebnis, daf3
Ansatz (5.41) gegentiber komplexeren Modellen am besten abschneidet. Die Ana-
lyse des Koeffizienten fiir Luft in Abb. 5.62 kann dieses Ergebnis fiir Rayleigh-
Bénard-Konvektion nicht bestitigen. Die Singularititen in Kanalmitte belegen
einmal mehr, dafl die SchlieBung von Korrelationen mit Gradientenmodellen fiir
Stromungen, bei denen die Gradienten mittlerer Gréflen bzw. von Turbulenzgro-
flen verschwinden, vermieden werden sollte. Die starke Ortsabhingigkeit des Ko-
effizienten C7r deutet zudem auf grundsétzliche Méngel des Ansatzes hin.
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Abb. 5.60: Vertikale Profile von Termen der TT'E/Z-Gleichung fir Luft,

Ra = 630 000. (0): Pg, (A): Dg, (+): £g. Die unterbrochene Linie
kennzeichnet die Bilanz-Differenz.

- (1/(PrVGr)) (8(T'2/2)/ dx3)

Abb.5.61: Vertikale Profile der Beitrage zum Diffusionsterm Dy der T'%/2-
Gleichung fir Natrium, Ra =24 000. (0 ): u3'T"2/2 (turbulenter
Anteil), (A): - (1/(Prv Gr))(d (T"2/2)/3x3) (molekularer Anteil).
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Abb. 5.62: Vertikales Profil des Modellkoeffizienten Cp7 von Ansatz (5.41) fir
Luft, Ra = 630 000.

Wenden wir uns nun der Dissipation £g zu. Fiir diese Gréfle kann (ebenso wie fiir £)
eine eigene Transportgleichung hergeleitet werden. Auf diese Erhaltungsglei-
chung sowie ihre Modellierung gehen wir hier nicht ein. Stattdessen befassen wir
uns mit einem Schliefungsansatz fir £g, der hdufig auch in Reynoldsmodellen
verwendet wird. Er beruht auf der Annahme, dafl die Ddmpfung von Temperatur-

fluktuationen durch molekulare Vorgédnge in enger Beziehung steht zur entspre-

chenden Dimpfung der Geschwindigkeitsfluktuationen. Die Dissipation von 7'2/2
wird daher proportional zur Dissipation ¢ der kinetischen Turbulenzenergie ange-
setzt [Launder (1975)]:

72/ 9
, -1 (5.42)
g~ B T,

Dabei ist R ein als konstant angenommenes Verhéltnis der charakteristischen
Zeitskalen der Temperatur- und Geschwindigkeitsfluktuationen. Experimente
zeigen jedoch, daf} dieses Zeitskalenverhdltnis stark von der Strémungssituation
abhéngt [Launder (1976)]. So finden Warhaft & Lumley (1978) fiir den Zerfall der
Geschwindigkeits- und Temperaturfluktuationen hinter einem beheizten Gitter
R = 1. Béguier et al. (1978) ermitteln aus verschiedenen Studien der thermischen

172



Turbulenz in diinnen Scherstromungen einen nahezu gleichférmigen Verlauf mit
einem Wert R = 0.5. Die experimentellen Ergebnisse von Shabbir & Taulbee
(1990) zeigen, daf3 der Wert von R wesentlich von der Stirke der vorhandenen
Auftriebskrifte beeinfluffit wird. Sie ermitteln fiir eine Auftriebsfahne in Luft
R = 0.25 und stellen eine Variation des Zeitskalenverhéiltnisses tiber der Geome-
trie fest.

Die Auswertung des Zeitskalenverhiltnisses aus den Simulationsergebnissen fiir

Luft zeigt eine starke Variation von R tber del" Kanalhé6he, Abb. 5.63. Die Werte

0.4 = R = 0.9 passen dabei recht gut zu dem in Experimenten beobachteten

Streubereich. Fir Natrium ist fiir R eine Abl‘léingigkeit von der Rayleigh-Zahl

und damit vor allem vom Turbulenzgrad des TFmperaturfeldes festzustellen. Der
Maximalwert von R in Kanalmitte fir Ra = %4 000 liegt lediglich bei R = 0.12

und damit weit unterhalb der in Turbulenzmodellen praktisch verwendeten Wer-
te.

Der sehr kleine Wert fir R in Natrium ist anesichts der Ergebnisse des Ab-

schnitts 5.5 nicht tiberraschend. Die Visualisierung der Simulationsergebnisse

fir die Rayleigh-Zahl Ra = 12 000 hat bereits glezeigt, dafl in Flussigmetallen tur-

ch langsamer ablaufen als im Ge-
schwindigkeitsfeld und somit unterschiedliche| Zeitskalen vorliegen. Wahrend R

bulente Vorginge im Temperaturfeld wesentli

o |

R 1 x Luft. Ra=630000
.
72
o
o Natrlum, Ra=2U000
4 Natrium, Ra=12000
1 © Natrium, Ra=6000
B Natrium, Ra=3000
< g-_ﬂ
o T T T T T
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Abb. 5.63: Vertikale Profile des analysierten Zeitskalenverhiltnisses R fiir
Natrium und Luft. \
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fir Natrium in Kanalmitte mit wachsender Rayleigh-Zahl ansteigt, bleibt der
Wert in Wandnéhe konstant und liegt bei R = 0.005 in der wandnéchsten Ma-
sche. Dies bestéitigt das aus einer Taylorreihenentwicklung abgeleitete Ergebnis,
daB das Zeitskalenverhaltnis R fiir isotherme Randbedingungen mit x3 — 0 gegen
die molekulare Prandtl-Zahl strebt [Nagano et al. (1991]). Ist als Randbedingung
dagegen ein konstanter Wandwéarmestrom vorgegeben, so liefert der Grenziiber-
gang x3 — 0 das Resultat R — .

Zusammenfassend erscheint eine Modellierung der Dissipation £¢ tiber Ansatz
(5.42) mit konstantem Zeitskalenverhiltnis R wegen dessen Abhingigkeit vom
Turbulenzgrad, der Prandtl-Zahl, den thermischen Randbedingungen und der Va-
riation liber der Geometrie als unbefriedigend. Stattdessen sollte, wie es Lumley
& Khajeh-Nouri (1974) vorschlagen, in der Tat die Lésung einer Transportglei-
chung fiir £g in Betracht gezogen werden. Dies gilt ganz besonders fiir k-e-T'2 Tur-
bulenzmodelle. Erfolgt in einem solchen Modell die Berechnung des turbulenten
Warmestroms z.B. Giber den Ansatz von Meroney (1976)

12 —
- U ' ' = C ’
3 CH 9 9 | (5.43)

so kommt daraus bei Verwendung des eg-Modells (5.42):

p2 T CyR oT
-uq'T'" = Cy R — — = Vv, —.
H™ e aqg c, © axg (5.44)

Das heif}t, man endet wieder bei dem Konzept der turbulenten Prandtl-Zahl, wo-
bei sich hier aus den Standardwerten Cg = 0.1, C, = 0.09, R = 0.8 der Wert Pry
= 1.125 ergeben wiirde. Dies bedeutet, sofern die Varianz der Temperaturfluk-
tuationen nicht noch an anderer Stelle in Modellannahmen eingeht, daf} eine Lé-
sung der ﬁ-Gleichung nur dann wirklich Sinn macht, wenn auch fiir ¢ eine
Transportgleichung geldost wird. So bewerten auch Chung & Sung (1984) die Ein-
fiuhrung eines variablen, von der thermischen Schichtung abhéngigen Zeitskalen-
verhiltnisses R als den wesentlichen Vorteil eines k-¢- T_'2-eg -Turbulenzmodells.
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6. Schlulbetrachtung

In dieser Arbeit wird die direkte Simulationsmethode herangezogen, um auf nu-
merischem Wege Einblick in die grundlegenden strémungsmechanischen Vorgén-
ge bei turbulenter Naturkonvektion in flissigem Natrium zu erlangen. Die Simu-
lationsergebnisse dienen darlber hinaus dazu, statistische Eigenschaften solcher
Stromungen aufzuzeigen. Deren Kenntnis und Verstindnis bildet die Vorausset-
zung, um fir technische Anwendungen (mit i.a. wesentlich hoheren Turbulenz-
graden als derzeit mit der direkten Simulationsmethode erreichbar) mit Hilfe von
statistischen Turbulenzmodellen realistische Vorhersagen der Wéarmetibertra-
gungsvorginge in Naturkonvektionsstromungen allgemein und in Natrium im
besonderen zu erhalten. Gegenstand der numerischen Untersuchungen ist die
Rayleigh-Bénard-Konvektion. Sie kann als ein einfaches physikalisches Modell-
problem fiir Warmetbertragungsvorgidnge durch Naturkonvektion angesehen
werden.

6.1 Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse

6.1.1 Numerisches Verfahren

Die Ausgangsbasis fiir die Durchfiihrung der numerischen Simulationen ist das
Rechenprogramm TURBIT. Das urspriinglich zugrunde liegende vollexplizite
Zeitintegrationsverfahren ist fur die direkte Simulation von Naturkonvektion in
Fliissigmetallen duBerst ineffizient. Dies liegt daran, daB aus Stabilitatsgrinden
die Auflosung der fiir solche Fluide sehr kleinen Zeitskala thermischer Diffusions-
vorgdnge notwendig ist, was eine starke Restriktion der Zeitschrittweite mit sich
bringt. Wesentlich effizienter sind hier halbimplizite Zeitintegrationsverfahren
fir die Energiegleichung mit impliziter Behandlung der Diffusionsterme. Bei ei-
nem solchen Verfahren orientiert sich das Stabilitatskriterium zur Bestimmung
der Zeitschrittweite wesentlich starker an der fiir die Turbulenz relevanten und
deutlich langsameren Zeitskala der konvektiven Vorgiange. Als geeignete halbim-
plizite Verfahren fir die Implementierung in TURBIT erweisen sich das
Leapfrog-Crank-Nicolson- und das Adams-Bashforth-Crank-Nicolson-Verfahren.
Beide alternativ in TURBIT verwendbaren Methoden erméglichen - je nach An-
wendungsfall - eine Steigerung der Zeitschrittweite um einen Faktor von ca. 10-
40. Von dhnlicher Grofle ist auch die effektive Rechenzeiteinsparung, da der zu-
sétzliche numerische Aufwand beider Verfahren fiir die Lésung einer Helmholtz-
Gleichung fiir das Temperaturfeld bei Verwendung eines vorhandenen und ent-
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sprechend meodifizierten direkten Losers auf lediglich 10-20% des expliziten Ver-
fahrens beschridnkt bleibt. Mit dieser methodischen Erweiterung von TURBIT
sind die Voraussetzungen geschaffen, um die beabsichtigten Simulationen mit
vertretbarem Rechenaufwand durchfiihren zu kénnen. Zur Verifikation der neuen
Simulationsmethode wurde erfolgreich ein Benchmark zur Konvektion eines
Fluides mit kleiner Prandtl-Zahl sowie ein Experiment zur Rayleigh-Bénard-
Konvektion in Luft (Ra = 630 000) nachgerechnet.

6.1.2 Phinomenologie der Konvektion

Die durchgefiihrten Simulationen von Rayleigh-Bénard-Konvektion in flissigem
Natrium (Prandtl-Zahl Pr = 0.006) umfassen den Rayleigh-Zahlen-Bereich 3 000
< Ra =< 24 000. Im Vergleich mit experimentellen Ergebnissen ist fur die
Nusselt-Zahl eine befriedigende, fiir den RMS-Wert der Temperaturfluktuationen
eine sehr gute Ubereinstimmung festzustellen.

Die Analyse der rdumlichen und zeitlichen Strukturen der Konvektion zeigt, daf3
das Temperaturfeld bei allen betrachteten Rayleigh-Zahlen durch groirdumige
Strukturen geprégt ist und nur relativ niederfrequente rdumliche und zeitliche
Fluktuationen auftreten. Demgegentber laufen turbulente Vorginge im Ge-
schwindigkeitsfeld wesentlich rascher ab, und es finden sich neben den durch das
Temperaturfeld aufgepragten groffiraumigen Strukturen auch sehr kleinskalige
Wirbel.

Als vorherrschende Konvektionsform bei der Rayleigh-Zahl Ra = 3000 wird die
Tréighéitskonvektion identifiziert. Sie ist gekennzeichnet durch grofirdumige
zweidimensionale Wirbel, in denen das Fluid wie ein Starrkorper rotiert. Auch fur
die Rayleigh-Zahlen Ra = 6 000, Re = 12 000 und Ra = 24 000 ist in bestimmten
Bereichen und uber kirzere Zeitrdume die Tragheitskonvektion anzutreffen. Ihr
Auftreten ist dabei gekoppelt an Stromungsbereiche, die durch ein ausgesprochen
zweidimensional ausgerichtetes Temperaturfeld gekennzeichnet sind. Das Tem-
peraturfeld selbst zeigt einen aperiodischen Wechsel zwischen einem mehr regel-
méfigen und einem mehr ungeordneten Zustand. Dieses Verhalten und das mit
dem mehr regelméafligen Muster gekoppelte Auftreten der Trigheitskonvektion
kann aus der unterschiedlichen Bedeutung der diffusiven und nichtlinearen Ter-
me in der Energie- bzw. der Impulsgleichung erklirt werden.
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Mit wachsender Rayleigh-Zahl wird der Charakter von Geschwindigkeits- und
Temperaturfeld zunehmend dreidimensional. Die Konvektion ist dann nicht mehr
geprigt durch Trigheitseffekte, sondern durch die Wechselwirkung von Ablése-
vorgingen, die aufgrund der instabilen thermischen Schichtung an den beiden
Winden einsetzen. Charakteristisch fiir diesen Ubergang ist das Auftreten von
Knoten und Speichenstrukturen am inneren Rand der viskosen Grenzschichten.
Diese Strukturen, die in Natrium verstirkt ab Ra = 12 000 zu beobachten sind,
stellen auch das charakteristische Konvektionsmuster in Rayleigh-Bénard-
Konvektion von Luft mit Ra = 630 000 dar. Da beide Simulationen zwar eine
ganz unterschiedliche Rayleigh-Zahl, aber eine vergleichbare Grashof-Zahl auf-
weisen, bestitigt diese Beobachtung anschaulich das aus dem Vergleich eindi-
mensionaler Energiespektren abgeleitete Ergebnis, daf in turbulenter Rayleigh-
Bénard-Konvektion fiir kleinrdumige Strukturen im Geschwindigkeitsfeld eine
Skalierung mit der Grashof-Zahl vorliegt.

6.1.3 Statistische Beschreibung der Turbulenz

Die Auswertung von Termen in der exakten Transportgleichung fiir die kineti-
sche Turbulenzenergie k zeigt, daf} in turbulenter Rayleigh-Bénard-Konvektion
von Natrium und Luft ein lokales Gleichgewicht zwischen Produktion von k& und
Dissipation € nicht gegeben ist. Die Umverteilung des Uberschusses von & von der
Zentralregion hin zu den Wéinden erfolgt dabei durch diffusiven Transport. Im
Verlauf der Produktion und der Diffusion von & ist fiir Natrium und Luft ein deut-
licher Unterschied festzustellen. Demgegentiber fiihrt die Analyse der Dissipation
fur beide Fluide auf ganz dhnliche Ergebnisse. Dies ist darauf zuriickzufiihren,
daf} das in Natrium und Luft ganz unterschiedliche Temperaturfeld - im Gegen-
satz zur Produktion - auf die Dissipation keinen direkten Einflufl hat, und diese
nur durch die kleinskaligen Wirbel des Geschwindigkeitsfeldes bestimmt wird.
Letztere skalieren aber mit der Grashof-Zahl, die fiir die betrachteten Simulatio-
nen von vergleichbarer Gréflenordnung ist. Aufgrund dieses Ergebnisses kann ge-
folgert werden, daB fir die Schliefung von Termen der -Gleichung bewéhrte Mo-
dellansétze fir Flissigmetallstrémungen im wesentlichen iibernommen werden

kénnen und keine spezielle Anpassung an Effekte der molekularen Prandtl-Zahl
notwendig erscheint.
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Bei der Modellierung des turbulenten Warmetransportes erweist sich das im k-¢
Turbulenzmodell verwendete Konzept der turbulenten Prandtl-Zahl fiir auftriebs-
dominierte Stromungen als ungeeignet, da es nicht in der Lage ist, den fur diese
Strémungen typischen Anisotropieeffekten Rechnung zu tragen. Realistische Vor-
hersagen des turbulenten Warmetransportes in Naturkonvektionsstromungen er-
scheinen nur mit Modellen méglich, die auf der Transportgleichung des turbulen-
ten Warmestroms Wbasieren. Die Analyse von Termen dieser Gleichung ver-
deutlicht, daB - dhnlich wie in der k-Gleichung - auch fiir die Bilanz des turbulen-
ten Warmestroms die Diffusion als UmverteilungsprozeB eine wichtige Rolle
spielt. Dartber hinaus stellt neben der Druck-Temperaturgradienten-Korrelation
der nur fir den Fall isotroper Turbulenz verschwindende molekulare Vernich-
tungsterm in auftriebsdominierten Stromungen eine wichtige Senke dar. Insbe-
sondere in Natrium sind in Transportgleichungen turbulenter Gréfen alle auf
molekulare Vorginge im Temperaturfeld zuriickzufiihrenden Terme wesentlich.
Bei der Modellierung der Warmestrom-Transportgleichung sollte deshalb die mo-
lekulare Vernichtung und die molekulare Diffusion nicht, wie allgemein tblich,
einfach vernachlissigt werden, sondern durch noch zu entwickelnde Schliefungs-
ansétze berticksichtigt werden. Ebenso sollte fur Natrium in der Erhaltungsglei-
chung fiir die Temperaturschwankungsquadrate der molekulare Diffusionsterm
bertcksichtigt werden. Die Analyse des tiblichen Schliefungsansatzes fir die Dis-
sipation £g in der 5"—2-Gleichung ergibt, dafl das Verhaltnis der charakteristischen
Zeitskalen der Turbulenz von Impuls- und Temperaturfeld nicht - wie allgemein
angesetzt - konstant ist, sondern vom Turbulenzgrad und in Wandnéhe auch von
den thermischen Randbedingungen und der molekularen Prandtl-Zahl abhangt.

Eine detaillierte Analyse der turbulenten Diffusionsterme in der k- und w3'T"-
Gleichung zeigt, dafl sowohl in Natrium als auch in Luft Diffusion im wesentli-
chen auf Druckschwankungen und in weit geringerem Mafle auf Geschwindig-
keitsfluktuationen zurickzufiihren ist. Dieses Ergebnis steht im Gegensatz zu
Zwangsstromungen, in denen die Druckdiffusion nur von untergeordneter Bedeu-
tung ist. Aus diesem Grund wird in Ublichen Turbulenzmodellen die Diffusion
aufgrund von Druckschwankungen vernachlissigt. Die hier vorgestellten Analy-
seergebnisse zeigen jedoch, daf} eine addquate Modellierung der Druckdiffusion
Voraussetzung ist, um mit statistischen Turbulenzmodellen realistische Vorher-
sagen des Impuls- und Warmetransports in Naturkonvektion erhalten zu kénnen.
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6.2 Ausblick

Aus den Ergebnissen dieser Arbeit ergeben sich verschiedene Ansatzpunkte fiir
weiterfithrende Untersuchungen zur Rayleigh-Bénard-Konvektion in Flissigme-
tallen. So kann mit der direkten Simulationsmethode, insbesondere fiir den in die-
ser Arbeit nicht betrachteten Rayleigh-Zahlen-Bereich 1 708 < Ra < 3 000, der
Ubergang von stationirer zu zeitabhiangiger Konvektion in Natrium genauer un-
tersucht werden. Dartiber hinaus bietet es sich an, zu untersuchen, inwieweit die
in flissigem Natrium (Pr = 0.006) beobachteten Konvektionsformen auch in
Quecksilber (Pr = 0.02) auftreten. Damit kénnte ein wichtiger Beitrag zur Auf-
klarung des Einflusses der Prandtl-Zahl auf die Vorgéinge beim Ubergang zu tur-
bulenter Konvektion geleistet werden.

Die Analyse von Termen in den exakten Transportgleichungen turbulenter Gro-
Ben wie der kinetischen Turbulenzenergie und dem turbulenten Warmestrom hat
gezeigt, dafl fiur Stromungen, die durch Auftriebseffekte dominiert sind, bei der
Beschreibung mit statistischen Turbulenzmodellen Terme von Bedeutung sind,
die fir andere Stromungstypen vernachlissigt werden konnen. Da fiir einige die-
ser Terme in der Literatur keine Modellanséitze existieren, sollte die Datenbasis
herangezogen werden, um geeignete SchlieBungsansatze fiir diese Terme zu ent-
wickeln. Dariiber hinaus ist es sinnvoll, Analyseméglichkeiten fiir Wandfunktio-
nen bereitzustellen, die in "low Reynolds-Modellen” verwendet werden.

Mit der Simulation von Rayleigh-Bénard-Konvektion in Natrium bei der
Rayleigh-Zahl Ra = 24 000 ist eine Grenze fiir den mit der zur Verfiigung stehen-
den Rechenleistung derzeit mit der direkten Methode erreichbaren Turbulenz-
grad abzusehen. Numerische Untersuchungen fir Rayleigh-Zahlen jenseits Ra =
105 sind vorerst nur mit der Methode der Grobstruktursimulation méglich. Solche
Simulationen durch die Entwicklung eines geeigneten Feinstrukturmodells sowie
effektiver Randbedingungen zu erméglichen und durchzufithren, ist der Gegen-
stand einer bereits laufenden Arbeit [Seiter (1993)]. Fir die Analyse der Giiltig-
keit von Schliefungshypothesen statistischer Turbulenzmodelle und deren Wei-
terentwicklung kénnen die Ergebnisse von Grobsturktursimulationen fiir die Ter-
me einen Beitrag leisten, die wesentlich durch grofirdumige Skalen bestimmt
sind.

Auf der methodischen Seite erscheint eine Weiterentwicklung von TURBIT in
Richtung eines halbimpliziten Zeitintegrationsverfahrens fiir die Impulsglei-
chung aufgrund des Diffusionszahlkriteriums nicht als sinnvoll. Ein solches Ver-
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fahren bringt einen erheblichen numerischen Mehraufwand mit sich, da jetzt
nicht mehr wie in der Energiegleichung nur eine, sondern drei Bestimmungsglei-
chungen fiir die drei Geschwindigkeitskomponenten zu lésen sind. Soll hierzu der
hocheffiziente direkte Poisson-Loser verwendet werden, so ist das Verfahren auf
direkte Simulationen beschriankt und 148t nur fir Fluide sehr hoher Prandtl-Zahl
einen effektiven Rechenzeitgewinn erwarten.

180



Literaturverzeichnis

D. Anderson, J.C. Tannehill, R.H. Pletcher:
”Computational Fluid Mechanics and Heat Transfer”,
Hemisphere Publishing Cooperation, 1984.

R.M. Beam, R.F. Warming:

“Implicit numerical methods for the compressible Navier-Stokes and Euler
equations”, Von Karman Institute Lecture Series 1982-04, Rhode Saint Genese,
Belgium, 1982.

C. Béguier, I. Dekeyser, B.E. Launder:
“Ratio of scalar and velocity dissipation time scales in shear flow turbulence”,
Phys. Fluids 21 (3), 307-310, 1978.

M. Behnia, G. de Vahl Davis:

“Fine mesh solutions using stream function-vorticity formulation”,
in: Notes on Numerical Fluid Mechanics 27, 11-18, Ed.: B. Roux,
Vieweg Verlag, Braunschweig, 1990.

H.A. Borgwaldt:

"CRESOR, a robust vectorized Poisson solver implemented in the COMMIX-2(V)
thermal-hydraulics code”, 1st Int. Conf. on Supercomputing in Nuclear
Applications, Mito, Japan, 346-351, 1990.

K. Bremhorst, L. Krebs:
”Experimentally determined turbulent Prandtl numbers in liquid sodium at low
Reynolds numbers”, Int. J. Heat Mass Transfer 35, 351-359, 1992,

F.H. Busse, R.M. Clever:
”An asymptotic model of two-dimensional convection in the limit of low Prandtl
number”, J. Fluid Mech. 102, 75-83, 1981.

T.F. Chan: .
”Stability analysis of finite difference schemes for the advection-diffusion
equation”, STAM J. Numer. Anal. 21 (2), 272-284, 1984.

181



S. Chandrasekhar: ,
“Hydrodynamic and hydromagnetic stability”, Dover Public., New York, 1981.

A. Chiffaudel, S. Fauve, B. Perrin:
”Viscous and inertial convection at low Prandtl number: Experimental Study”,
Europhys. Lett. 4 (5), 555-560, 1987.

S.L. Christie, J.A. Domaradzki:
”Numerical evidence for nonuniversality of the soft/hard turbulence classification
for thermal convection”, Phys. Fluids A 5, 412-421, 1993.

M.K. Chung, H.C. Park, N.H. Kyong:
”Comparative study of various computational models for triple moments of

velocity and scalar in second moment closure”, Int. J. Heat Mass Transfer 35,
2563-2570, 1992.

M.K. Chung, H.J. Sung:
“Four equation turbulence model for prediction of the turbulent boundary layer

affected by buoyancy force over a flat plate”, Int. J. Heat Mass Transfer 27, 2387-
2395, 1984.

R.M. Clever, F.H. Busse:
“Transition to time-dependent convection”,
J. Fluid Mech. 65, 625-645, 1974.

R.M. Clever, F.H. Busse:
”Low Prandtl-number convection in a layer heated from below”,
J. Fluid Mech. 102, 61-74, 1981.

R.M. Clever, F.H. Busse: »
”Nonlinear oscillatory convection”, J. Fluid Mech. 176, 403-417, 1987.

R.M. Clever, F.H. Busse:
”Convection at very low Prandtl numbers”, Phys. Fluids A 2 (3), 334-339, 1990.

S. Corrsin:
“Heat Transfer in Isotropic Turbulence”, J. Appl. Phys. 23, 113-118, 1952,

S.H. Davis:
”Convection in a box: linear theory”,
dJ. Fluid Mech. 30, 465-478, 1967.

182



J.W. Deardorff, G.E. Willis:
“Investigation of turbulent thermal convection between horizontal plates”,
J. Fluid Mech. 28, 675-704, 1967.

H. Fasel:
”Numerische Simulation inkompressibler viskoser Stromungen”,
Habilitationsschrift, Universitiat Stuttgart, 1979.

S. Fauve, A. Libchaber:
“Rayleigh-Bénard-Experiment in a low Prandtl number fluid, mercury”,
in: ”Chaos and Order in Nature”, Ed.: H. Haken, Springer, 25-35, 1981.

J.H. Ferziger:

“Higher-level simulations of turbulent flows”, in: ’Computational Methods for
Turbulent Transonic and Viscous Flows”, Ed.: J.A. Essers, Springer Verlag,
93-182, 1983.

J.H. Ferziger:
“Review: Simulation of incompressible turbulent flows”,
J. Comp. Phys. 69, 1-48, 1987.

W K. George, D.B. Taulbee: »
”Designing experiments to test closure hypotheses”,
Exp. Thermal Fluid Sci. 5, 249-259, 1992.

S. Globe, D. Dropkin:

“Natural convection heat transfer in liquids confined by two horizontal plates and
heated from below”, ASME J. Heat Transfer, 24-28, February 1959.

I. Goldhirsch, R.B. Pelz, S.A. Orszag:

”Numerical simulation of thermal convection in a two-dimensional finite box”,
J. Fluid Mech. 199, 1-28, 1989.

D.D. Gray, A. Giorgini:
“The validity of the Boussinesq approximation for liquids and gases”,
Int. J. Heat Mass Transfer 19, 545-551, 1976.

G. Groétzbach:
“Direkte numerische Simulation turbulenter Geschwindigkeits-, Druck- und

Temperaturfelder bei Kanalstromungen”, Dissertation, Universitiat Karlsruhe,
KfK 2426, 1977.

183



G. Grétzbach:

?Numerical simulation of turbulent temperature fluctuations in liquid metals”,
Int. J. Heat Mass Transfer 24, 475-490, 1981.

G. Grétzbach:
”Direct numerical simulation of laminar and turbulent Bénard convection”,
J. Fluid Mech. 119, 27-53, 1982.

G. Grotzbach:
”Spatial resolution requirements for direct numerical simulation of the Rayleigh-
Bénard convection”, J. Comp. Phys. 49, 241-264, 1983.

G. Grétzbach:

”Direct numerical and large eddy simulation of turbulent channel flows”,
in: "Encyclopedia of Fluid Mechanics”, Vol. 6,1337-1391,

Ed.: N.P. Cheremisinoff, Gulf Publ., Houston, 1987.

G. Grotzbach:

"Numerische Simulation turbulenter Konvektion in Kanélen”,

in: Tagungsband anléBlich des Symposiums zur Vorstellung des Projektes

ODIN und zur Inbetriebnahme des Héchstleistungsrechners Siemens VP-400-EX,
Eds.: A. Schreiner, W. Ewinger, Universitit Karlsruhe, 113-131, 1989.

G. Grotzbach:
”Simulation of turbulent flow and heat transfer for selected problems of nuclear

thermal-hydraulics”, 1st Int. Conf. on Supercomputing in Nuclear Applications,
Mito, Japan, 29-35, 1990a.

G. Grotzbach:

“Numerical simulation of oscillatory convection in low Prandtl-number fluids
with the TURBIT code”, in: Notes on Numerical Fluid Mechanics 27, 57-64,
Ed.: B. Roux, Vieweg Verlag, Braunschweig, 1990b.

G. Groétzbach, M. Wérner:

”Analysis of second order transport equations by numerical simulations of
turbulent convection in liquid metals”, 5th Int. Topical Meeting on Nuclear
Reactor Thermal Hydraulics NURETH-5), Salt Lake City, USA, Vol. 2,
358-365, 1992. ’

184




G. Grotzbach, M. Woérner:

”Analysis of flow mechanisms in Rayleigh-Bénard Convection at small Prandtl-
Numbers”, Joint Int. Conf. on Mathematical Methods and Supercomputing in
Nuclear Applications, Karlsruhe, Germany, Vol. 1, 236-247, 1993.

J.E. Hart:
”Low Prandtl-number convection between differentially heated end walls”,
Int. J. Heat Mass Transfer 26, 1069-1074, 1983.

I. Hiltner:
Unveroffentlichter Bericht, Kernforschungszentrum Karlsruhe, 1993.

J.0. Hinze:
”Turbulence”, Mc Graw-Hill Series in Mechanical Engineering, 2nd edition, 1975.

C. Hirsch:
”Numerical computation of internal and external flows, Vol. 1: Fundamentals of
numerical discretization”, John Wiley & Sons, 1988.

H. Hoffmann, H. Kamide, K. Marten, H. Ohshima, D. Weinberg:
“Investigations on the transition from forced to natural convection for the pool
type EFR in the 3d RAMONA model”, Int. Conf. on Fast Reactors and Related
Fuel Cycles, Kyoto, Japan, Vol. 3, 3.14.1-3.14.10, 1991.

M.S. Hossain, W. Rodi:
”A turbulence model for buoyant flows and its application to vertical buoyant

jets”, in: "Turbulent buoyant jets and plumes”, Ed.: W. Rodi, Pergamon Press,
121-178, 1982.

D.T.J. Hurle, E. Jakemen, C.P. Johnson:
”Convective temperature oscillations in molten gallium”,
dJ. Fluid Mech. 64, 565-576, 1974.

M. Jahn:
”Holographische Untersuchung der freien Konvektion in einer Kernschmelze”,
Dissertation, Universitidt Hannover, 1975.

C.A. Jones, D.R. Moore, N.O. Weiss:
”Axisymmetric convection in a cylinder”, J. Fluid Mech. 73, 353-388, 1976.

185



Z.Kawara, [. Kishiguchi, I. Michiyoshi:

”Characteristics of plumes in turbulent thermal convection in a horizontal
fluid layer”, 9th Int. Heat Transfer Conf., Jerusalem, Israel, Vol. 2, 537-542,
Ed.: G. Hetsroni, 1990.

V. Kek: .
“Bénard-Konvektion in fliissigen Natriumschichten”,
Dissertation, Universitat Karlsruhe, KfK 4611, 1989.

V. Kek, L. Krebs, U. Miiller:
"Bénard convection in liquid sodium layers”, 9th Int. Heat Transfer Conf.,
Jerusalem, Israel, Vol. 2, 235-239, Ed.: G. Hetsroni, 1990.

V. Kek, U. Miiller:
”Low Prandtl number convection in layers heated from below”,
Int. J. Heat Mass Transfer 36, 2795-2804, 1993.

J. Kim, P. Moin:
”Application of a fractional-step method to incompressible Navier-Stokes
equations”, J. Comp. Phys. 59, 308-323, 1985.

R. Kippenhahn:
”Der Stern von dem wir leben”, Deutsche Verlags-Anstalt GmbH, Stuttgart, 1990.

L. Kleiser,'U. Schumann:

“Treatment of incompressibility and boundary conditions in 3-D numerical
spectral simulations of plane channel flows”, in: Notes on Numerical Fluid
Mechanics 2, 165-173, Ed.: E.H. Hirschel, Vieweg Verlag, Braunschweig, 1980.

J.U. Knebel:
”Experimentelle Untersuchungen in turbulenten Auftriebsstrahlen in Natrium”,
Dissertation, Universitat Karlsruhe, KfK 5175,1993.

E.L. Koschmieder:
”Bénard convection”, Adv. Chem. Phys. 26, 177-212, 1974.

R. Krishnamurti:
”Some further studies on the transition to turbulent convection”,
J. Fluid Mech. 60, 285-303, 1973.

186



A P. Kudryavtsev, D.M. Ovechkin, D.N. Sorokin, V.I. Subbotin, A.A. Tsyganok:
»Zhidkie Metally, a collection of papers of liquid metal technology”, Atomizdat,
131-136, 1967.

S.S. Kutateladze et al.:
”Liquid metal coolants”, Atomizdat, Moskau, 1958.

B.E. Launder: .
”On the effects of a gravitational field on the turbulent transport of heat and
momentum?”, J. Fluid Mech. 67, 569-581, 1975.

B.E. Launder:
”"Heat and Mass Transport”, in: Topics in Applied Physics 12, 231-287,
Ed.: P. Bradshaw, Springer, 1976.

B.E. Launder, D.B. Spalding:
“Numerical computation of turbulent flows”, Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 3,
269-289, 1974. :

S.P. Lawrence:
"Turbulence modelling in naturally convecting fluids”,
Culham Lab., CLM-R 292, Sept. 1989.

M.J.S. de Lemos, A. Sesonske:
“Turbulence modelling in combined convection in mercury pipe flow”,
Int. J. Heat Mass Transfer 28, 1067-1088, 1985.

A.Leonard, A. Wray:
”A new numerical method for the simulation of three-dimensional flow in a pipe ”,
in: Lecture Notes in Physics 170, 335-342, Ed.: E. Krause, Springer, 1982.

F.B. Lipps:

"Numerical simulation of three-dimensional Bénard convection in air”,
J. Fluid Mech. 75, 113-148, 1976.

F.B. Lipps, R.C.J. Sommerville:

“Dynamics of variable wavelength in finite-amplitude Bénard convection”,
Phys. Fluids 14, 759-765, 1971. |

187



H.J. Lugt:

”Wirbelstrémungen in Natur und Technik”,
Verlag G. Braun, Karlsruhe, 1979.

J.L. Lumley:
”Computational modelling of turbulent flows”, in: Adv. in Applied Mechanics 18,
123-176, Ed.: C.-S. Yih, Academic Press, New York, 1978.

J.L. Lumley, B. Khajeh-Nouri:
”Computational modelling of turbulent transport”,
Adv. in Geophys. A 18,169-192, 1974.

H. Mauch:
“Berechnung der 3-D Umstrémung eines quaderformigen Korpers im Kanal”,
Dissertation, Universitédt Karlsruhe, 1991.

J.S. McDonald, T.J. Connolly:
“Investigation of natural convection heat transfer in liquid sodium”,
Nucl. Sci. Eng. 8, 369-377, 1960.

J.B. McLaughlin, S.A. Orszag:
”Transition from periodic to chaotic thermal convection”,
J. Fluid Mech. 122, 123-142, 1982.

M. Meneguzzi, C. Sulem, P.L. Sulem, O. Thual:
"Three-dimensional numerical simulation of convection in low Prandtl-number
fluids”, J. Fluid Mech. 182, 169-191, 1987.

R.N. Meroney:
”An algebraic stress model for stratified turbulent shear flows”,
Computers and Fluids 4, 93-107, 1976.

C.-H. Moeng, R. Rotunno:
”Vertical-velocity skewness in the buoyancy-driven boundary layer”,
J. Atmos. Sci. 47, 1149-1162, 1990.

P. Moin, J. Kim:
”On the numerical solution of time dependent viscous incompressible fluid flows
involving solid boundaries”, J. Comp. Phys. 35, 381-92, 1980.

188



P. Moin, J. Kim:
”Numerical investigation of turbulent channel flow”,
J. Fluid Mech. 118, 341-377, 1982.

Y. Nagano, M. Tagawa, T. Tsuji:

”An improved two-equation heat transfer model for wall turbulent shear flows”,
ASME/JSME Thermal Engineering Joint Conference, Reno, USA, Vol. 3, 233-240,
1991.

A.C.Newell, J.A. Whitehead:
“Finite bandwidth, finite amplitude convection”,
dJ. Fluid Mech. 38, 279-303, 1969.

H. Ninokata:
”Advances in computer simulation of fast breeder reactor thermohydraulics”,

1st Int. Conf. on Supercomputing in Nuclear Applications, Mito, Japan, 80-85,
1990. :

S.A. Orszag, L.C. Kells:
“Transition to turbulence in plane Poiseuille and plane Couette flow”,
J. Fluid Mech. 96, 159-205, 1980.

S.V. Patankar:
“"Numerical heat transfer and fluid flow”,
Hemisphere, Washington D.C., 1980.

T.W.J. Peeters, R.A.W.M. Henkes:
"The Reynolds-stress model of turbulence applied to the natural convection

boundary layer along a heated vertical plate”, Int. J. Heat Mass Transfer 35,
403-420, 1992.

R. Peyret, T.D. Taylor: _
”Computational methods for fluid flow”, Springer Verlag, 1983.

M.R.E. Proctor:
“Inertial convection at low Prandtl-number”, J . Fluid Mech. 82, 97-114,1977.

D. Reeder:

personliche Information, University of California, Santa Barbara,1986.

189 [



AJ. Reynolds:

”The prediction of turbulent Prandtl and Schmidt numbers”,
Int. J. Heat Mass Transfer 18, 1055-1069, 1975.

R.D. Richtmyer, K.W. Morton:
"Difference methods for initial-value problems”, 2d ed., Interscience Publishers,
Wiley, New York, 1967.

W. Rodi:
”Turbulence models and their application in hydraulics - a state of the art review”,
IAHR-publication, Delft, 1980.

H.T. Rossby:
”A study of Bénard convection with and without rotation”,
J. Fluid Mech. 36, 309-335, 1969.

d.C. Rotta:
"Turbulente Strémungen”, B.G. Teubner-Verlag, Stuttgart, 1972.

B. Roux:
”Numerical simulation of oscillatory convection in low-Pr fluids”, Notes on
Numerical Fluid Mechanics 27, Vieweg Verlag, Braunschweig, 1990a.

B. Roux:

"Report on workshop: Numerical simulation of oscillatory convection in low-Pr
fluids”, in: Notes on Numerical Fluid Mechanics 29, 613-618, Ed.: P. Wesseling,
Vieweg Verlag, Braunschweig, 1990b.

K. Satoh, H. Miyakoshi:

”Study of decay heat removal by natural circulation”, 4th Int. Topical Meeting
on Nuclear Reactor Thermal Hydraulics (NURETH-4), Karlsruhe, Germany,
Vol. 1, 378-383, 1989.

H. Schlichting:
”Grenzschichttheorie”, Verlag G. Braun, Karlsruhe, 1958.

A. Schliiter, D. Lortz, F.H. Busse:
”On the stability of steady finite amplitude convection”,
d. Fluid Mech. 23, 129-144, 1965.

190




H. Schmidt, U. Schumann, H. Volkert, W. Ulrich:
"Three-dimensional, direct and vectorized elliptic solvers for various boundary
conditions”, DFVLR-Mitteilung 84-15, 1984.

U. Schumann:

”Ein Verfahren zur direkten Simulation turbulenter Stréomungen in Platten- und
Ringspaltkanilen und tUber seine Anwendung zur Untersuchung von Turbulenz-
modellen”, Dissertation, Universitdt Karlsruhe, KfK 1854, 1973.

U. Schumann:

"Effektive Berechnung dreidimensionaler Fluid-Struktur-Wechselwirkung beim
Kiihlmittelverluststoérfall eines Druckwasserreaktors”,

Habilitationsschrift, Universitat Karlsruhe, KfK 2645, 1979.

U. Schumann, T. Hauf, H. Méller, H. Schmidt, M. Volkert:
”A mesoscale model for the simulation of turbulence, clouds and flow over

mountains: Formulation and validation examples”, Contr. Atmos. Phys. 60,
413-446,1987.

U. Schumann, R.A. Sweet:
”A direct method for the solution of Poisson's equation with Neumann boundary
conditions on a staggered grid of arbitrary size”, J. Comp. Phys. 20, 171-182, 1976.

C. Seiter:
Unveroéffentlichter Bericht, Kernforschungszentrum Karlsruhe, 1993.

A. Shabbir, D.B. Taulbee:
“Evaluation of turbulence models for predicting buoyant flows”,
ASME J. Heat Transfer 112, 945-951, 1990.

D.B. Spalding:

»Concentration fluctuations in a round turbulent free jet”, Chem. Eng. Sci. 26,
95-107, 1971.

K. Stork, U. Miiller: »
"Convection in boxes: experiments”, J. Fluid Mech. 54, 599-611, 1972.

K. Sugiyama, Y. Ma, R. Ishiguro:
“Laminar natural convection heat transfer from a horizontal circular cylinder to
liquid metals”, ASME J. Heat Transfer 113, 91-96, 1991.

191



P.L. Sulem, C. Sulem, O. Thual:

”Direct numerical simulation of three-dimensional convection in liquid metals”,
Prog. Astro. Aeronaut. 100, 125-151, 1985.

R.A. Sweet:
”Direct methods for the solution of Poisson's equation on a staggered grid”,
J. Comp. Phys. 12, 422-428,1973. '

H. Tennekes, J.L. Lumley:
?A first course in turbulence”, The MIT Press, London, 1972.

D.C. Threlfall:
”Free convection in low-temperature gaseous helium”,
J. Fluid Mech. 67, 17-28, 1975.

O. Thual: _
?Zero-Prandtl-number convection”, J. Fluid Mech. 240, 229-258, 1992.

P.R. Voke, M.W. Collins:
“Large-eddy simulation: retrospect and prospect”,
Physico Chemical Hydrodynamics 4, 119-161, 1983.

C.Y. Wang:
”Exact solutions of the unsteady Navier-Stokes equations”,
Appl. Mech. Rev. 42, 269-282, 1989.

C.Y. Wang:
”Exact solutions of the steady-state Navier-Stokes equations”,
Annu. Rev. Fluid Mech. 23, 159-177, 1991.

Z.Warhaft, J.L. Lumley:
”An experimental study of the decay of temperature fluctuations in grid-
generated turbulence”, J. Fluid Mech. 88, 659-684, 1978.

R.F. Warming, B.J. Hyett:
“The modified equation approach to the stability and accuracy of finite-difference
methods”, J. Comp. Phys. 14, 159-179, 1974.

192



M. Woérner, G. Grétzbach:

”Analysis of semi-implicit time integration schemes for direct numerical
simulation of turbulent convection in liquid metals”, in: Notes on Numerical
Fluid Mechanics 35, 542-551, Eds.: J.B. Vos, A. Rizzi, I.L. Ryhming, Vieweg
Verlag, Braunschweig, 1992.

M. Worner, G. Grétzbach:

”Contributions to turbulence modelling of natural convection in liquid metals
by direct numerical simulation”, Joint Int. Conf. on Mathematical Methods and
Supercomputing in Nuclear Applications, Karlsruhe, Germany, Vol. 1, 224-235,
1993a.

M. Wérner, G. Grotzbach:

”Analysis of diffusion of turbulent kinetic energy by numerical simulations of
natural convection in liquid metals”, 6th Int. Topical Meeting on Nuclear Reactor
Thermal Hydraulics NURETH-6), Grenoble, France, Vol. 1, 186-193, 1993b.

M. Worner, G. Grétzbach:

"Turbulent heat flux balance for natural convection in air and sodium analysed by
direct numerical simulations”, 5th Int. Symposium on Refined Flow Modelling
and Turbulence Measurements, Paris, France, 335-342, 1993c.

193



Anhang A

Quantitative Analyse der numerischen Diffusion von LFCN-
und ABCN-Verfahren

Die rechte Seite der in Abschnitt 4.4.2 fiir das ABCN- und LFCN-Verfahren ange-
gebenen modifizierten Gleichung (4.9) bzw. (4.10) stellt den Abbruchfehler beider
Verfahren dar. Mit der Courant-Zahl C = u, At/Ax und der Diffusionszahl D = «
At/(Ax2) ergibt sich fiir den jeweiligen Abbruchfehler die Schreibweise

3

) 2 5 .9 a- T
EABCN = § Yo 49 <§ ¢ '1> 3
dx
4 4
1 Qx 2 4| o T
— 1-9C C (A1)
P
Jx
3 4 4
1 2 9 T 1 Ax o- T
= _ A C%.1 \— 4+ _— . (A2)
ELFCN = § %o A9 ( ) N *13 A P S A *

Diese Darstellung ermoglicht einen quantitativen Vergleich der numerischen Dif-
fusion von ABCN- und LFCN-Verfahren.

Die numerische Dispersion hidngt bei beiden Verfahren nur von der Courant-Zahl,
nicht aber von der Diffusionszahl ab. Abb. A.1(a) zeigt die Proportionalitatsfakto-
ren des Terms 037/0x3 im Abbruchfehler beider Verfahren als Funktion der
Courant-Zahl. Fir Courant-Zahlen C < 0.75 ist die numerische Dispersion des
ABCN-Verfahrens geringer als die des LFCN-Verfahrens. Demgegentiber ist das
LFCN-Verfahren fir C > 0.75 genauer und weist insbesondere fiir C = 1 keine
numerische Dispersion auf. Letzteres ist beim ABCN-Verfahren fiir C = V2/5 =
0.63 der Fall.
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Abb. A.1: Numerische Diffusion von ABCN- und LFCN- Verfahren:
(a) numerische Dispersion, (b) numerische Dissipation

Abb. A.1(b) zeigt den Proportionalititsfaktor des Terms 847/9x4 im Abbruchfeh-
ler beider Verfahren als Funktion der Diffusionszahl. Die Gré8e der numerischen
Dissipation des LFCN-Verfahrens ist unabhingig von der Courant-Zahl und
wéchst linear mit D. Demgegeniiber hdngt die numerische Dissipation beim
ABCN-Verfahren in starker Weise von der Courant-Zahl ab. Sie bestimmt, mit
welcher Steigung die Diffusionszahl in den numerischen Dissipationsfehler ein-
geht. Beim LFCN-Verfahren ist diese Steigung stets positiv. Betrachtet man ein
harmonisches Signal T(x) = sin (mx), so bedeutet dies wegen 427/0x2 = - m2 sin
(mx)und #4T/9x4 = m#4 sin (mx), daf} der physikalische Diffusionseinflu} stets un-
terschitzt wird. Dies ist beim ABCN-Verfahren nur fir kleine Courant-Zahlen
der Fall. Fir C > 1/3 wird der Proportionalitdtsfaktor negativ, was eine Verstar-
kung des physikalischen Diffusionseinflusses durch das numerische Verfahren
bedeutet. Dann ist die numerische Dissipation des LFCN-Verfahrens geringer als
die des ABCN-Verfahrens.
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Anhang B

VYon Neumann-Stabilitatsanalyse von LFCN-
und ABCN-Verfahren

B.1 LFCN-Verfahren

Die Verstarkungsmatrix des LFCN-Verfahrens hat mit der in Abschnitt 4.4.3 ein-
gefiihrten Bezeichnungsweise die Gestalt

.2 ¢
1-4D —
_21Csing g
B.1)
G = 1+4Dsin2%)— 1+4Dsin2%
1 0
Hier ist / die imaginére Einheit, C = u, At/Ax die Courant-Zahl und D =
K At/(Ax2)die Diffusionszahl. Mit den Abkiirzungen
* *
C = Csingg, D =D .S‘in2 % ' (B.2)
ergeben sich die beiden Eigenwerte der Matrix zu
IC t \[1- 2 .16 D2
1 12 = B.3)

*
1+4D

Ist der Ausdruck unter der Wurzel reell, so haben beide Eigenwerte den gleichen

Betrag
” _
\/1-16 D2
(B.4)

* ’
1+4D

l'll,Z | =
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aber unterschiedliche Phase. Anderenfalls sind die beiden Eigenwerte rein imagi-
nir, haben also diesselbe Phase, sind aber nicht betragsgleich:

¢+ \/C*2 +16D2 1

Ml 2| = - (B.5)
’ 1+4D
Die Stabilitatsbedingung
Max (L L1Agl) =1 ®.6)
fihrt auf das bekannte Courant-Friedrichs-Lewy-Kriterium
u, At B.7)
C = =1 :
Ax
[siehe z.B. Chan (1984)].
B.2 ABCN-Verfahren
Fir das ABCN-Verfahren hat die Verstarkungsmatrix die Form
1.2p 21" Ly
2 2
* B.8
G = 1+2D 1+2D -8
1 0
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Fiir die Eigenwerte folgt
* 3 *
2D |.Z
(1207) 2 1c

1,2 — *
2(1+2D )

* *
+I1C (10D -1)

2
[(m*) 9 o2
4
%
2<1+2D >

Stellt man die Wurzel geméafl

(B.9)

-+
_

I
JRe+1-Im = i<x+17’?-) (B.10)

mit

| . |
X = J -;— (Re+ \/ Re2 + Im2 ) (B.11)

dar, so erhilt man die Eigenwerte in der Form

(B.12)
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Hierbei ist der Realteil

.2
Re=(1-2D*) -%0*2 (B.13)

und der Imaginirteil
* *
Im = C (10D -1)- (B.14)

Die beiden Eigenwerte sind so kompliziert, daB kein analytisches Stabilitétskrite-
rium angegeben werden kann und nur eine numerische Auswertung der Forde-
rung (B.6) in Betracht kommt. Das Ergebnis dieser numerischen Auswertung ist
in Abb. 4.2 dargestellt.
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Anhang C

Erweiterung des Poisson-Losungs-Paketes

C.1 Programmpaket H3DCY2

Das Unterprogramm H3DCY?2 16st das Gleichungssystem

2
(d’(i-w,k) “2%uim T ¢(i+1j,k)) f Az

L3

2
+ (d)(i,j-l,k) -2 ¢(ij,k) + d)(ij‘l-l,k)) /Ax2 (C.1)

tAR S igq) TBR GG tCR By = TG

mit _
i = 23, .., IM+1
j =12..,JM
k=12 .., KM

Dabei sind A(k), B(k), C(k) von der Geometrie abhingige Koeffizientenvektoren,

die hier nicht weiter von Interesse sind. Sollen an den Wianden Neumannsche

Randbedingungen (kurz: NS-RB) vorgeschrieben werden, so gilt

04,00 T Pij,1y (C.2)
P kM+1) = PG KM -

Realisiert werden diese Randbedingungen durch die Koeffizientenmodifikation

B(1) = B(1) + A(1),

B(KM) = B(KM) + C(KM) (C.3)
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und daran anschlieflend

A1) = 0, C(KM) = 0. (C.4)

Fir Dirichletsche Randbedingungen auf einem versetzten Maschennetz (kurz:
DS-RB) wurde in Abschnitt 4.7 die Forderung

(15,00 = (i, (C.5)
(i, kM+1) = ~P kM)
vabgeleitet. Dies 146t sich iiber die Koeffizientenmodifikation

B(1) = B(1) - AQ1)

B(KM) = B(KM) - C(KM) €6

und daran anschlief3end

A1) = 0, C(KM) =0 (C.7

in einfacher Weise realisieren, ohne daf} an anderer Stelle in den Lésungsalgorith-
mus eingegriffen werden mufi.

C.2 Programmpaket H3VNDC

Das Unterprogramm H3VNDC lést das Gleichungssystem (C.1) unter der Ein-
schriankung, daf in x3-Richtung nur Neumannsche Randbedingungen vorgegeben
werden kénnen. In xj-Richtung ist an den Wanden die Spezifikation Neumann-
scher Randbedingungen sowie Dirichletscher Randbedingungen auf einem nicht-
versetzten Maschennetz (kurz D-RB) moglich. Notwendig ist die Erweiterung auf
Dirichletsche Randbedingungen auf einem versetzten Maschennetz. Fir die x»-
Richtung, in der periodische Randbedingungen vorliegen, fithrt die Durchfiihrung
einer schnellen Fouriertransformation auf JM blocktridiagonale Gleichungssyste-
me. Diese werden mit zyklischer Reduktion und GauBlscher Elimination direkt ge-
l1ost. Die bei der zyklischen Reduktion neu auftretenden Matrizen werden, um die
tridiagonale Struktur nicht zu zerstéren, nicht direkt berechnet, sondern mit Hil-
fe einer Faktorisierung als Polynome der Ausgangsmatrix dargestellt. Die Fakto-
risierung basiert auf den Eigenwerten der Matrizen und den Wurzeln der auftre-
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tenden Polynome. Da diese von den spezifizierten Randbedingungen abhingen,
hat eine Erweiterung des Programmpakets H3VNDC auf DS-Randbedingungen
Auswirkungen bis auf die tiefste Ebene des zyklischen Reduktionsprozesses.

Im folgenden werden die Anderungen angegeben, die fiir die Erweiterung auf DS-
Randbedingungen von Bedeutung sind. Dabei beziehen wir uns auf die in Schu-
mann & Sweet (1976) und Schumann (1979) angegebenen Gleichungen und Nota-
tionen. Zur Spezifikation der Randbedingungen an der unteren und oberen Wand
dienen die Parameter y, und y,. Fiir NS-Randbedingungen gilt

Y, = 1 bzw. Yo = 1 (C.8)

und fur DS-Randbedingungen

y. =-1 bzw. Yo = -1. (C.9

u

Die erweiterten Gleichungen lauten:

Gl. (13):
2" 2j-1
& = A + 2 cos '(_ii)—n' Iy, =-1 (C.10)
j=1 2" 41
Gl. (16):
_ 1
- - C.11
o, sin 072 Yo =-1 4D
. 1
sin lr +§ 0
¢r = sin(0/2) » Yy -1 (€12
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GL (17):

k
(r) 4 &-D _
B _'I_‘[ A+ 2 5% 11" » ¥y =-1 (C.13)
Jj=1 r
Gl. (18) lr>0
l
N _ & -1 _
C _jIz'Il A + 2cos 27 + 1 n Y, =-1 (C.14)

Gl. (26)

Sin[<k"+1>6] sin(2” 6)

(4 =

: 2+ 2c0s0),y, =y, =-1
r sin 0 sin 6 ( cos 0) Yy Yo
Yy, =1& v, =1
sin(2° 6) “ 0
e = 2cos (kr +1 )6 —_— oder (C15)
r sin @
: Y, = 1& Yo = 1
Gl. (27)
k
G
E = A-2cos I
Z- 1
J=1 r
27‘_1 _ jn
A-2cos — I|l(A+21I), Y, = Y, =-1 (C.16a)
j=1 2
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E(r) = A-2cos _—(Zj-l)n
: 2k +2
J=1 r
r Y, = 1& Y, = 1
2" -1 jn
A-2cos| — | I|, oder (C.16b)
= 27 _ _
J=1 vy, =1& vy, =1
Gl. (33)
of 9
M(r) = A + 2cos ’:J
2" .1 in
A + 2cos — I, Y, = Y, =-1 (Ca17n
Gl. (38)
sin[<2r+ kr+1 )9} sin(2r9>
g = 949 cos 0 B (C.18a)
r sin 0 sin 0 ( €08 )’Yu_yo_-l

sin(2r9>
d=2003[<2r+k +1>9}-
r r

sin0

Y, = -1& Y, = 1
oder (C.18b)
Y, = 1& Y, = -1
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Gl. (39)

E + 2 .
D(r)= rH A -2cos " JT I
j=1 2 +kr+1
9" v
-1
A-2cos| — | I -(A+2I),y = v, =-1 (C.192)
J=1 27‘
E+2 +1 (2j-1)n
D()= r A -2cos 1 ) I
1L 2" L2k +2
J=1 r
2.1 jn Yo = & ¥, =
A-2cos| — | I}, oder (C.19b)
r
J=1 2 y. =1& vy = -1
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Anhang D

Untersuchungen zur Genauigkeit von LFCN- und
ABCN-Verfahren '

Zur Verifikation der korrekten programmtéchnischen Umsetzung von LFCN- und
ABCN-Verfahren wurden mit TURBIT umfangreiche Testrechnungen durchge-
fiihrt, in denen die Ergebnisse der beiden halbimpliziten Zeitintegrationsverfah-
ren denjenigen des expliziten Euler-Leapfrog-Verfahrens gegeniibergestellt wur-
den. Ausgangsbasis dieser Rechnungen, die fiir verschiedene Geometrien und un-
terschiedliche Randbedingungskombinationen vorgenommen wurden, ist jeweils
ein unter Verwendung des expliziten Zeitintegrationsverfahrens erhaltener
Restart-File. Von diesem ausgehend wurden fiir jeden Mikrozeitschritt neben dem
expliziten Zeitintegrationsverfahren auch beide halbimpliziten Verfahren ange-
wandt und deren maximale und relative Abweichung von der Losung des Euler-
Leapfrog-Verfahrens zu jedem Zeitpunkt festgehalten.

Generell ist eine gute Ubereinstimmung zwischen dem expliziten und den beiden
halbimpliziten Zeitintegrationsverfahren festzustellen. Die Grofle der maximalen
absoluten Abweichung der mit dem Euler-Leapfrog- und ABCN- bzw. LFCN-
Verfahren berechneten Temperaturen hiangt in starker Weise vom Anwendungs-
fall ab, liegt aber im Bereich 10-6 bis 10-3, wobei die Temperaturwerte selbst von
der Groflenordnung eins sind. Zwischen den Ergebnissen des ABCN- und LFCN-
Verfahrens sind nur geringe Unterschiede festzustellen.

Die maximale absolute Abweichung der Ergebnisse des ABCN-Verfahrens von
denen des expliziten Verfahrens zeigt zu Beginn der Integration deutliche 2A4:-
Oszillationen. Zuriickzufithren sind diese Oszillationen aber héchstwahrschein-
lich nicht auf das ABCN-, sondern auf das Euler-Leapfrog-Verfahren. Die Grofie
der maximalen absoluten Abweichung der Ergebnisse des LFCN-Verfahrens von
denen des Euler-Leapfrog-Verfahrens 14t demgegeniiber keine zeitlichen Oszil-
lationen erkennen. Aus diesem Sachverhalt kann geschlossen werden, daf3 bei
Verwendung des Euler-Leapfrog-Verfahrens zur Lésung der Impulsgleichung fiir
die Energiegleichung nicht das ABCN-, sondern das LFCN-Verfahren herangezo-
gen werden sollte. Diese Vorgehensweise stellt sicher, dafl "Phasenverschiebun-
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gen” in den Losungen fir das Geschwindigkeits- und das Temperaturfeld weitge-
hend vermieden werden kénnen.

Die numerischen Untersuchungen zeigen weiter, dal die GréBe der Abweichung
der Lésungen von expliziten und halbimpliziten Verfahren wesentlich von der Art
der zeitlichen Entwicklung des Temperaturfeldes abhidngt. Treten im zeitlichen
Verlauf der Lésung starke Gradienten auf, so ist die Abweichung zwischen dem
expliziten und den halbimpliziten Verfahren wesentlich gréfler als bei einem rela-
tiv glatten Verlauf der Losung. Dieses unterschiedliche Einlaufverhalten ist z.B.
bei der Integration aus den Anfangswerten‘hin zu einem eingelaufenen Stro-

mungszustand von Bedeutung. Vergleicht man die Integrationsvorschrift des
LFCN-Verfahrens

Tn+1 ) Tn-l

_ n 1 n+1 n-1Y\ | D.1
a— = Kp+ g (0T 0F b

mit der des expliziten Leapfrog-Verfahrens

Tn+1 i Tn-l

-1
= . K! n (D.2)
24 ¢ T+ Dr

so wird klar, daf} fiir den Fall eines eingelaufenen Stromungszustandes (bzw.
ntl DTn'I auch die neuen Temperaturwerte
™+ 1 fir beide Verfahren kaum voneinander abweichen werden. Durchléduft das
Temperaturfeld hingegen eine Transiente, so sind wegen D™ +1 Dr" -1 far
beide Verfahren merklich grofere Unterschiede fir 7 +1 zu erwarten. Entspre-

chende Beobachtungen hinsichtlich der Abweichung der Ergebnisse von explizi-

Temperaturfeldes) wegen Dt

ten und halbimpliziten Verfahren wurden auch gemacht, wenn bei einem “einge-
laufenen” Temperaturfeld zur Einleitung einer Transienten eine Anderung der
Temperaturrandbedingungen vorgenommen wurde.
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Anhang E

Abschitzung fiir einen zur rdumlichen Mittelung dquivalenten
Mittelungszeitraum

In TURBIT erfolgt die Auswertung statistischer Daten iiber eine raumliche Mitte-
lung in Ebenen parallel zu den horizontalen Wéanden (vergl. Abschnitt 5.2.2). Eine
Obergrenzenabschidtzung fir einen dieser rdumlichen Mittelung dquivalenten
zeitlichen Mittelungsbereich erhilt man, wenn man mit Hilfe einer charakteristi-
schen Geschwindigkeit die Transportzeit iber eine Periodenldnge abschatzt. Als
charakteristische Geschwindigkeit bietet sich fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion
der RMS-Wert einer Horizontalgeschwindigkeitskomponente in Kanalmitte an.
Fiir die Simulation in Natrium mit Ra = 12 000 (bzw. Gr = 2:106) kommt

T = 1 = 8 = 23.5_ (E.l)

%1 rms 0.34

Die Umrechnung in eine dimensionsbehaftete Zeitdauer erfolgt tiber

P Jar

und fithrt z.B. fiir das Experiment von Kek (1989) mit D = 0.0465 m und v =
3.9-10-7 m2/s auf das Ergebnis 7 = 92 s. Da in TURBIT nicht nur ein, sondern bis
zu 250 Linienmittelwerte beriicksichtigt werden, entspricht die rdumliche Mitte-
lung tber eine Ebene einer Mefidauer von ca. sechs Stunden. Da dariber hinaus
in TURBIT noch eine zusitzliche Mittelung tber typischerweise 10 verschiedene
Zeitpunkte erfolgt, flihrt dies auf einen dquivalenten zeitlichen Mittelungsbereich
im Experiment von ca. 60 Stunden.
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Abb. 5.34: (a): Isoflache der Vertikalgeschwindigkeit fiir den Wer
mit der Temperatur als Farbinformation (rot: T' =
fiir Natrium, Ra = 3 000, ¢t = 855.24.
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Abb. 5.35: Isofliache der Vertikalgeschwindigkeit fiir den Wert u3 = 0.05 mit
der Temperatur als Farbinformation (rot: T = 1, blau: T=0) fiir
Natrium, Ra = 12 000, ¢t = 429.5.

Abb. 5.36: Isofldche der Vertikalgeschwindigkeit fiir den Wert 3 = 0.05 mit
der T_emperatur als Farbinformation (rot: T = 1, blau: T=0) fir
Natrium, Ra = 24 000, t = 478,7.
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Abb.5.37: Isofliche der Temperatur fiir den Wert T' = 0.75 mit der Vertikal-
geschwindigkeit als Farbinformation (rot: aufwérts, blau: abwérts)
fir Natrium, Ra = 12 000, ¢t = 429.5.

Abb.5.38: Isofliche der Temperatur fiir den Wert T = 0.75 mit der Vertikal-
geschwindigkeit als Farbinformation (rot: aufwirts, blau: abwirts)
fir Luft, Ra = 630 000, t = 169.55.
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Abb.5.42: Kinetische Turbulenzenergie inder Ebene x2 = 2.56 und dem
Bereich 0=< x;=< 4 fiir Natrium, Ra = 12 000.

-0.7

Abb.5.43: Vertikalgeschwindigkeit in der Ebene x3 = 0.196 fiir Natrium,
Ra =12000.
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Abb. 5.44: Temperaturfeld in den Ebenen x; = 7.92, x2 = 7.92 und x3 = 0.0425
fiir Luft, Ra = 630 000.

0.35

Abb. 5.45: Isofliche der Temperatur fiir den Wert T = 0.5 mit der Vertikal-
geschwindigkeit als Farbinformation fir Luft, Ra = 630 000. Die
Abbildung gibt nur ein Viertel des Kanals wieder.
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